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Sommaire

Dans cette thése, nous décrivons un cadre de travail pour la spécification et la
manipulation de modeles de systéme. Notre but est de pouvoir modéliser facilement

et de fagon unifiée le comportement de ces systémes.

Dans ce cadre, les systémes sont modélisés en utilisant des chaines qui per-
mettent la spécification et la manipulation d’attributs associés aux éléments topo-
logiques des systémes. Le formalisme utilisé dans ce cadre est une modification et

une extension d’un formalisme déja existant.

Ce cadre de travail inclut une interface de programmation tres facile a utiliser.
Des exemples d’utilisation de cette interface sont ensuite décrits pour illustrer que
des systémes relativement complexes peuvent étre modélisés de fagon claire et

concise avec les chaines.

Mots clés :
Complexe cellulaire, cellule, chaine, topologie, attribut, cadre de travail, modele

de systeme.
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Remarques préliminaires

Certains mots se retrouvent dans le glossaire a la page 132. Il s’agit soit de mots
qui ne sont pas expliqués dans la these, soit de mots dont la correspondance entre
les termes anglais et francais peut porter & confusion. A leur premidre apparition,

ces mots seront mis en évidence par une police de caractére oblique.

La police de caractére italiqgue a été choisie pour les mots anglais qui ont plu-
sieurs sens, et pour lesquels nous avons préféré conserver une terminologie qui
permet de faire le lien avec notre référence principale [1]. Cette police est aussi
utilisée pour mettre en évidence une partie de texte et pour marquer les mots clés

a leur premiere apparition.

Et, nous utilisons une police de caractéres avec des espacements
constants pour une ligne de code d’un programme (voir la section 2.2 pour plus

de détails).



Chapitre 1

Introduction

Nous décrivons ici ou se situe notre recherche puis nous décrivons des recherches
en relation avec notre travail. Nous énumérons ensuite brieévement nos contribu-

tions et nous terminons par un apercu du contenu des différents chapitres.

1.1 Mise en situation

Dans cette thése, nous décrivons un cadre de travail pour la spécification et
la manipulation de modeles de systémes, tels que des modeles physiques ou pour
d’autres applications. Plus précisément, le cadre de travail permet la spécification
et la manipulation d’attributs associés avec les éléments topologiques des systémes.
Le concept de “cadre de travail” utilisé ici, inclut un formalisme et une interface
de programmation. Dans le cadre de travail, les modéles de chaines sont utilisés

pour modéliser les systemes.

Le modele de chaines fut introduit par Palmer et Shapiro [1]. Ces modéles in-
troduisent un formalisme qui est utilisé dans un contexte de modélisation physique.

Ils combinent la topologie, la géométrie et la représentation de données physiques



d’un objet!. Dans cette thése, nous modifions et élargissons le modele de chaines.
Une interface de programmation est proposée dans [2] appliquant le formalisme du
modele de chaines. L’implantation de cette interface n’est pas disponible; la syn-
taxe est mal définie et difficile & utiliser. Nous avons donc développé une interface
de programmation reflétant, entre autres les modifications et les extensions du for-
malisme. Cette interface de programmation est pour le langage de programmation
C++ mais le choix du langage de programmation objet n’est pas important ; nous
aurions pu choisir, par exemple Java. Des exemples illustrant le cadre de travail
sont présentés : la plupart, des modeéles physiques, comme un drapeau flottant au

vent [3], et un exemple d’application en infographie, soit la subdivision de surface

de Catmull-Clark [4].

Les objets définis par le formalisme du modeéle de chaines sont des complexes
cellulaires. Cette facon de faire est souvent utilisée en modélisation solide. Un
complexe cellulaire décrit un objet en terme de cellules de différentes dimensions
et spécifie la topologie de celui-ci. Par exemple, un cube peut étre décomposé en
une 3-cellule (tout le cube), six 2-cellules (les faces, incluant les arétes), douze 1-
cellules (les arétes, incluant les sommets) et huit O-cellules (les sommets aux coins

du cube). Les complexes et les cellules sont décrits en détail au chapitre 2.

Les chaines sont utilisées dans le formalisme pour emmagasiner et manipuler
les différents coefficients sur les différentes cellules d’'un complexe. En fait, une p-
chaine est définie en associant un coefficient sur chacune des cellules de dimension p
du complexe. Ces coefficients correspondent exactement aux attributs mentionnés
au début de 'introduction. Prenons un exemple simple : lorsqu’un complexe cel-
lulaire est formé de deux cubes partageant une face, il contient onze faces avec
onze coefficients désignant 1’aire de chacune des faces. Ces coefficients associés aux
faces forment une 2-chaine sur le complexe cellulaire. Des opérations sont ensuite

définies sur les chaines afin de pouvoir manipuler globalement (sur 'objet au com-

'Dans cette these, le mot “objet” est considéré comme étant un synonyme du mot “systéme”.



plet) les coefficients. Nous expliquerons en détail les chaines et nous donnerons
des exemples pour montrer la facilité et la généralité avec lesquelles nous pourrons

décrire différents systémes.

L’utilisation de ce genre de formalisme est & ’origine motivée par une unifica-
tion de la représentation du comportement d’un objet soumis & des lois. L’unifica-
tion est un objectif scientifique fondamental car cela facilite la compréhension. Le
fait d’avoir des outils de haut niveau permettant de décrire facilement, de fagon
unifiée et intuitive différents systemes, engendre un plus haut degré d’abstraction.
Avoir des outils de haut niveau, permet aussi de s’attaquer & des problémes beau-
coup plus complexes, car nous ne sommes plus préoccupés par des éléments de bas

niveau.

En plus, l'unification a I’avantage pratique de fournir une représentation stan-
dard permettant d’échanger et de réutiliser les informations. Il faut, par contre, que
ce standard soit simple et facile & utiliser. Le cadre de travail développé ici permet
de décrire de fagon trés simple le comportement des systémes représentés avec des
chaines sur un complexe. Il peut étre utilisé pour des applications aussi variées que
la simulation d’un environnement avec des lois physiques ou la description d’une

méthode de subdivision de surface ou de volume.

1.2 Travaux antérieurs

Requicha [5] a été le premier & montrer 1'utilité des chaines dans le domaine
de la modélisation solide (par exemple, pour vérifier si un ensemble de faces com-
pose un solide bien formé en R®). Ses recherches étaient basées directement sur
la topologie classique [6]. Mentionnons les travaux de Tonti [7], basés aussi sur
cela, pour I'élaboration d’un schéma de classification de théories physiques dans
un but d’unification en ingénierie et en physique [8]. Des problémes pratiques en
physique [9] ont aussi été représentés en utilisant la topologie classique. Par contre,

ces applications limitent les coefficients des chaines & des éléments d’un groupe.



Palmer et Shapiro ont amené 1'idée que les coefficients peuvent étre plus généraux,
c’est-a-dire que les coefficients peuvent faire partie d’'un ensemble plus ou moins
arbitraire. Ils ont aussi proposé les opérations globales sur les chaines. D’autres
références historiques sont disponibles dans une publication de Chard et Shapiro

[10].

Plusieurs chercheurs dans le domaine de la modélisation solide, par exemple
[11], [12] et [13], ont utilisé un formalisme basé sur les complexes. Dans [11], le
formalisme est basé seulement sur des simplexes [6] tandis que dans [13], le forma-
lisme est basé sur des simplexes structurés dans des complexes cellulaires. Dans
[12], une classe trés générale de complexes cellulaires fut introduite. Weiler [14]
travaille avec une représentation frontaliére limitée & un espace a trois dimensions.
Aucun de ceux-ci n’a considéré les chaines. Par contre, Rossignac et O’Connor
[12] de méme que Weiler [14] ont la notion d’attributs associés avec des cellules
mais les opérations globales sur les attributs n’ont pas été considérées. Différents
systemes auraient pu utiliser notre cadre de travail pour I'implantation de leur
probleme spécifique. La diversité des applications illustre la possibilité d’unifica-
tion du modele de chaines. Méme si nous nous concentrons dans le domaine de

I'infographie, nous pouvons en énumérer? quelques-unes :

systéme avec des réseaux de masses-ressorts [3];
— techniques de subdivision de surfaces [4] ou de volumes [15];
— simulation de lair/fumée [16] ou eau [17];

— déformation d’objets en R® [15, 18];

maillage progressif [19];
— figures articulées [21].
Certains de ces articles introduisent un niveau d’unification, par exemple,

[18] présente une approche unifiée au niveau géométrique dans le contexte de la

méthode d’éléments finis. D’autres [22, 23, 24], présentent des cadres de travail en

2Les trois premires applications seront décrites en détail dans la these.



animation. Le langage PLASM (the Programming LAnguage for Solid Modeling)
[20] est un langage haut niveau inspiré du langage fonctionnel FL. Il est basé sur
des complexes et il est utilisé pour définir des objets géométriques en modélisation
solide. Tous ces systémes sont par contre moins généraux pour définir des objets

et leurs comportements que ’approche de modele de chaines présentée ici.

1.3 Contributions

Comme nous ’avons mentionné, notre cadre de travail est basé sur le forma-
lisme de chaines de Palmer et Shapiro [1, 2]. Par contre, nous avons ajouté a leur

formalisme les extensions suivantes :

— les classes des coefficients sont plus générales (par exemple, les coefficients
peuvent étre des cellules) ;

— les opérateurs de chaines boundary et coboundary sont généralisés par la
méthode® nommée dim_inc;

— la classe des cellules et des complexes est élargie, nous traitons aussi des
cellules et des complexes non géométriques ;

— une méthode pratique est décrite pour le calcul de l'orientation relative des
cellules ;

— la manipulation d’une partie d’une chaine est possible grace au mécanisme
de sélection;

— un nouveau type de chaine dont les coefficients peuvent étre associés & plus

d’une cellule est développé (chaine de sous-chaines).

Ces extensions, et leurs implantations dans une interface de programmation
pour un langage orienté objet, constituent les contributions les plus importantes

de cette these.

3Le mot “méthode” ici est employé dans un contexte de programmation objet.



1.4 Apercgu des différents chapitres

Dans le chapitre 2, nous expliquons la base du formalisme et de 'interface de
programmation du cadre de travail. Au chapitre 3, des exemples d’utilisation de
I'interface de programmation sont détaillés. Des ajouts au cadre de travail sont
ensuite expliqués au chapitre 4, suivis au chapitre 5 d’exemples d’utilisation de
Iinterface de programmation du cadre de travail étendu. Dans la conclusion, au
chapitre 6, nous récapitulons les avantages a utiliser notre cadre de travail, pour

ensuite donner les avenues de recherches ouvertes par ce travail.



Chapitre 2

Cadre de travail

Dans ce chapitre, nous introduisons la base du cadre de travail. Nous expli-
quons les concepts formels dans le modéle de chaines ainsi que les modifications et
certaines extensions que nous apportons. L’interface de programmation est aussi

introduite dans un contexte de programmation objet.

2.1 Cellules et complexes cellulaires

Contrairement & notre référence principale [1], ainsi que dans d’autres
références [11, 12], nous ne supposons pas que les cellules et les complexes cellulaires
ont une réalisation géométrique. Dans cette these, les liens entre les cellules sont
exclusivement topologiques'. Ce niveau de généralité nous permet d’utiliser notre

cadre de travail pour des structures telles que des graphes ou des hypergraphes.

Par exemple, les complexes cellulaires utilisés dans [9, chapitre 12] pour la
modélisation de circuits électriques sont topologiques; aucune géométrie n’est
nécessaire. Un hypergraphe [26] peut étre représenté par un complexe cellulaire

en regroupant les sommets (0-cellules) dans une 2-cellule par I'intermédiaire de 1-

'Voir des discussions apparentées dans [25].



cellules. Les hypergraphes sont utilisés en modélisation de solide, par exemple dans
[27]. D’ailleurs notre modélisation d’un drapeau? utilisant un réseau de masses-
ressorts a la section 3.1, n’est pas exclusivement basé sur des cellules ayant une

réalisation géométrique.

Nous débutons nos définitions de la cellule et du complexe cellulaire en se
basant sur [9]. Certaines conditions seront enlevées & la section 4.1, pour obtenir
ce que nous appelons des cellules généralisées. Cela permettra un plus haut degré

de généralité, autant pour des situations géométriques ou non géométriques.

Nous introduisons un complexe K pour représenter un objet afin d’identifier les
éléments topologiques de base pour le systéme que nous modélisons. Les éléments
topologiques, qui n’ont pour l'instant aucune géométrie, sont indiqués par des
cellules. Une cellule est notée p-cellule lorsqu’elle est de dimension p. Nous avons
des 0-cellules, des 1-cellules (qui sont composées d’un ensemble de 0-cellules), des
2-cellules (qui sont composées d'un ensemble de 1-cellules), etc. La définition est
récursive : une p-cellule est composée d’un ensemble de p + 1 (p — 1)-cellules ou

plus® pour p > 1 ot les O-cellules sont considérées comme les primitives.

Nous notons les ensembles de p-cellules par S, et nous définissons quun n-
complexe K est constitué de n+ 1 ensembles finis Sy, S1, ... , S, avec un opérateur
algébrique boundary 0y, 0 < p < n. L’opérateur 9, associe & chaque élément de
Sp une certaine combinaison d’éléments de S,_; constituant sa frontiere [9, p.
503]. Nous avons omis certains détails de opérateur boundary et nous reportons
les détails concernant 1’orientation a la section 2.3. Nous supposons aussi que
I'intersection entre deux cellules d'un complexe K résulte en aucune ou en une seule
cellule dans K. Nous définissons I'intersection en vérifiant les éléments communs

qui composent deux cellules. Nous avons a la figure 2.1 (les cellules ne sont pas

*Notre modélisation de drapeau est basée sur [3].

3Le nombre de cellules de dimension inférieure qui compose une cellule est fini et une 1-cellule

est normalement composée de deux 0-cellules distinctes.



F1a. 2.1 — Exemple d’un 3-complexe valide.

U1

Vg

V2

020G} = (G40}

F1G. 2.2 — Exemple d’un 2-complexe invalide.
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toutes étiquetées) un 3-complexe valide tandis qu’a la figure 2.2, nous avons un

2-complexe invalide®.

Lorsque les ensembles Sy, S1,...,S, sont définis, nous pouvons référer aux
faces d’'une p-cellule; ce sont les (p — 1)-cellules dans la frontiere de la p-cellule.
De facon similaire, lorsque nous référons aux cofaces d’une p-cellule; ce sont les
(p+ 1)-cellules qui ont dans leur frontiére la p-cellule. Avec les relations face-coface
de toutes les cellules d’un complexe, nous avons assez d’informations pour savoir les
relations d’adjacence qui existent entre deux cellules quelconques d’un complexe
[1, section 3.1]. En fait, on dit que deux cellules sont adjacentes lorsqu'une des
deux cellules fait partie de la frontiere de 'autre cellule, ou lorsqu’elle fait partie
d’une des frontiéres de la frontiere, ou encore d’une des frontiéres, des frontiéres
de la frontiére, etc. Nous ajoutons a cela que deux p-cellules sont aussi adjacentes
lorsqu’elles ont une (p — 1)-cellule en commun dans leurs faces ou lorsqu’elles ont
une (p+1)-cellule en commun dans leurs cofaces. Ala prochaine section, ce concept

sera plus détaillé.

La définition géométrique d’un complexe cellulaire donnée dans [1, section 3.1]
est consistante avec notre définition topologique. Le fait d’envisager les complexes
d’une fagon topologique laisse ouvert beaucoup de questions mathématiques dont
plusieurs sont de nature géométrique (par exemple 1'utilisation du nombre de Betti
[28], ou encore une bouteille de Klein [29] qui serait décrite avec notre complexe
topologique, bien qu'’il soit connu qu’il n’y a pas de complexe géométrique en
R3? qui corresponde & cet objet). Nous n’allons pas aborder dans cette theése, ce
genre de probléme géométrique sur un complexe. Nous laissons & 1'usager qui
utilise l'interface de programmation, la responsabilité de décider si le complexe
doit avoir une réalisation géométrique, et dans un tel cas, s’il y en a une, notons

que notre cadre autorise I'usager & construire un n-complexe contenant des cellules

‘Ala figure 2.2, la définition formelle de Sy, S1, et Sz sont : Sy : CY = v1,09 = 12,09 =
v3,C) = v4,C8 = v5; S1 : C1 = {v1,v12},C5 = {wv2,v3},C3 = {vs,v4},Ci = {w1,v4},C§ =
{v2,vs5},Cs = {va,v5}; 82 : CF ={C1,C3,C3,Ci},C3 ={C3,C5,C3,C3 ).
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de dimension plus petite que n ne faisant pas partie d’une cellule de dimension
supérieure (dans [12], on autorise cela aussi). L’usager a en fait, la responsabilité
que le complexe topologique qu’il congoit soit cohérent avec son application (par

exemple, lorsqu’il a besoin que le complexe soit une variété [28]).

2.2 Méthodes sur les cellules et les complexes

cellulaires

Comme nous ’avons mentionné ci-dessus, la construction et la manipulation
d’entités telles que des cellules ou des complexes cellulaires, sont faites & partir
d’une interface de programmation orientée objet®. En particulier, 'interface de
programmation inclut une classe Complex, avec entre autres, les méthodes sui-

vantes :

Complez(). Constructeur pour la déclaration d’un complexe.

- int dim(). Retourne la dimension n (entier) de la cellule de la plus grande

dimension du complexe.

int nb_cells(int p). Retourne le nombre (entier) de cellules de dimension p du

complexe.

Cell cell(int i, int p). Retourne la 71m¢ cellule de dimension p du complexe.

void add(Cell cellp). Ajoute la p-cellule identifiée par cellp au complexe, a la
derniére position (c’est-a-dire, K.cell(K.nb_cells(p),p) retourne la cellule

qui vient d’étre ajoutée).

Nous notons C? = K.cell(i, p), soit la itme cellule de dimension p du complexe
K. Notez qu’ici, et & d’autres endroits dans la thése, nous utilisons le nom des

méthodes comme notation mathématique. Nous aurions pu ajouter de nouvelles

SDans la présentation des méthodes, nous avons omis certains détails de la syntaxe C++ qui

ne sont pas importants dans notre contexte.
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notations mathématiques correspondantes (par exemple pour la méthode nb_cells)
mais nous croyons que notre facon de faire, simplifie la notation et ne devrait causer

aucune confusion.

L’ordre des p-cellules CZP , en fonction de %, dépend de 'ordre dans lequel les
p-cellules ont été ajoutées au complexe. Par exemple pour C¥, & la figure 2.1,
nous savons que c’est la quatrieme 0-cellule & avoir été ajoutée au complexe (avec
la méthode add). Plus loin dans cette section, nous verrons de quelle maniére
nous créons les cellules, dans quel ordre, et & quel moment nous les ajoutons au

complexe.

Avec Pordre des p-cellules C?, en fonction de i, nous pouvons parler de somme
formelle des p-cellules avec des coefficients sur K [1, 6], ou de fagon équivalente,

de vecteurs de coefficients [6, page 226]. Ce concept est développé a la section 2.4.

Nous avons aussi inclus dans notre interface de programmation une classe Cell,

qui comprend, entre autres, les méthodes suivantes :

- Cell(int p). Constructeur® pour la déclaration d’une p-cellule.
- int dim(). Retourne la dimension p (entier) de la cellule.

- int nb_adj(int delta_p). Retourne le nombre (entier) de cellules adjacentes de
dimension p+dp, ol p est la dimension de 'instance de cellule qui invoque
la méthode et o1 §p est un entier qui est spécifié par le parametre delta_p.
Notez que l'on distingue dp = 0T et dp = 0. Cette distinction sera

expliquée plus loin dans cette section.

- Cell adj(int i, int delta_p). Retourne la ™ cellule adjacente de dimension
p+0p, ou p est la dimension de 'instance de cellule qui invoque la méthode
et ou dp est un entier qui est spécifié par le parametre delta_p. Encore une
fois on distingue ép = 0T et p = 0~. Cette distinction sera expliquée

plus loin dans cette section.

5Une instance de la classe Cell est en fait une référence & une cellule de facon & ne conserver

qu’une seule copie d’une cellule ayant un compteur de référence.
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- void” add(Cell cellpmi, int r_0). Ajoute® la (p — 1)-cellule identifiée par
cellpm1 & Dinstance de la classe Cell qui invoque la méthode (une p-
cellule). La cellule cellpm1 doit étre déja ajoutée au méme complexe que
la cellule qui invoque la méthode. Le parameétre r_o, qui est considéré
seulement pour la premiére (p—1)-cellule ajoutée, est utilisé pour spécifier
Porientation relative (la valeur par défaut est de +1). Ce parameétre est

expliqué en détail a la section 2.3.

Voyons comment nous procédons pour la création d’une p-cellule. Ceci est fait
en trois étapes, qui doivent étre effectuées dans ’ordre, et ce, pour une p-cellule

en particulier :

— déclaration de la p-cellule & ’aide du constructeur,

— ajout de la p-cellule & un complexe en utilisant la méthode add de la classe
Complez,

— assemblage de la p-cellule en ajoutant des (p — 1)-cellules & celle-ci avec la
méthode add de la classe Cell. Les (p — 1)-cellules doivent avoir déja été

ajoutées au méme complexe que la p-cellule.

Voici comment nous effectuons la création d’un complexe. On procede en créant les
0-cellules®, les 1-cellules, pour terminer par les cellules de la plus grande dimension
du complexe. Aussitot qu'une cellule est déclarée, elle doit étre ajoutée au complexe
avant qu’elle ne soit ajoutée a une autre cellule du méme complexe. Par exemple,

pour construire le complexe & la figure 2.1, on commence par déclarer les 0-cellules

"Nous avons utilisé “void” ici pour indiquer que la méthode ne retourne aucune valeur, contrai-
rement aux autres méthodes que nous avons énumérées ci-dessus.

8Lorsque nous ajoutons une (p — 1)-cellule & une p-cellule, cela doit étre considéré dans le sens
de concaténer, d'attacher ou d’adjoindre.

9En fait, nous commencons par les cellules de la plus petite dimension, qui devraient en général,

étre des 0-cellules.
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en fournissant au constructeur la dimension de la cellule entre parenthéses, soit'? :

Cell C{(0), C3(0), €5(0),C4(0), C5(0);

Apres avoir déclaré les 0-cellules, on les ajoute au complexe K :

K.add(C?);

K.add(C3);

K.add(CY);

Apres avoir ajouté les O-cellules au complexe K, on voudra peut-étre associer
des coefficients & celles-ci, comme la position en R? par exemple (voir la section
2.6). Pour l'instant, nous allons seulement nous intéresser a la topologie, alors pour
les 0-cellules, une simple déclaration et I’ajout de celles-ci au complexe K, termine

la création de celles-ci.

Ensuite, on crée les 1-cellules, les 2-cellules, etc. Lorsque 1'on crée par exemple

la cellule 012 de la figure 2.1, nous aurons les cinq lignes de code suivantes :

Cell C3(2);
K.add(C?);

C2.add(C3);
C2.add(C});

C2.add(C});

YNous utilisons une police de caractéres avec des espacements constants lorsque nous
écrivons une ligne de code d’un programme. Notez que nous utilisons quand méme la notation
mathématique lorsque nous référons & une méthode qui n’est pas dans une ligne de code. Il est
évident dans I’exemple présenté, qu’on ne peut pas utiliser C3 comme étiquette pour une cellule.
Pour étre exacte, il aurait fallu utiliser une étiquette comme C_0_4, ce qui est moins évident.
Alors pour plus de clarté, nous avons choisi des étiquettes pour les cellules plus proches de notre

notation mathématique, méme si celles-ci sont invalides dans une ligne de code.
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Notez qu’avant d’assembler une p-cellule (troisiéme, quatriéme et cinquiéme lignes

de code), il faut ajouter au complexe (deuxiéme ligne de code).

Soulignons que pour I'usager, la déclaration des cellules et 'utilisation de la
méthode add, peut devenir laborieuse, surtout avec des complexes qui contiennent
beaucoup de cellules. Dans ce cas, il serait probablement plus pratique de créer un
fichier texte décrivant les cellules d’un complexe et un analyseur syntaxique qui
ferait la déclaration des cellules et les appels & la méthode add. Il serait encore
plus intéressant de faire un programme graphique interactif pour créer les cellules

d’un complexe. Mais nous ne I’avons pas fait.

Suite & la construction du complexe cellulaire, nous avons besoin d’obtenir des
informations de celui-ci ; plus particulierement, les méthodes adj et nb_adj méritent
notre attention. En fait, elles sont une généralisation de face et coface. Dans [1],
ils définissent que les faces d’une p-cellule!! ¢ € K sont les (p — 1)-cellules de K
dans sa frontiere et ils définissent que les cofaces d’une p-cellule ¢’ € K sont les
(p + 1)-cellules de K dont ¢’ est une face. Lorsque dp est égal & —1, nous avons

I’ensemble suivant :
{c.adj(i,—1) :i € {1,... ,c.nbadj(—1)}}

qui correspond exactement aux faces de c. Lorsque dp est égal & +1, nous avons

I’ensemble :
{c.adj(i,+1) : i € {1,... ,c.nbadj(+1)}}

qui correspond exactement aux cofaces de c. Par exemple, pour dp égal a —1

avec le complexe de la figure 2.1, nous avons que pour tout ¢ dans l'intervalle

"Dans la thése, nous notons une cellule de dimension p par : C? (avec un “C” en majuscule)
lorsque nous considérons 'ordre de la cellule dans le complexe K. C’est-a-dire que nous avons
que C? = K.cell(i,p). Lorsque nous avons une cellule ¢, avec un “c” minuscule, nous avons une
cellule quelconque. Une cellule ¢? indique une cellule quelconque de dimension p. Une cellule ¢!
indique une cellule de dimension p avec un ordre autre que 'ordre de la cellule dans le complexe.

Nous verrons plus loin en fait que cela indique un ordre d’adjacence.
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1,...,C%nb.adj(—1), la méthode C?.adj(i,—1) retourne une cellule C;, ouj €
{3,4,5}. L’ordre dans lequel la méthode adj avec dp égal & —1 retourne les (p —1)-
cellules selon 7, correspond exactement & ’ordre dans lequel les (p — 1)-cellules ont
été ajoutées pour assembler la p-cellule. Par exemple, si nous ajoutons les 1-cellules
dans le méme ordre que nous avions lors de I'’exemple de la création de la cellule
C} ci-dessus, nous avons que C?.adj(1,—1) retourne la cellule Ci, C%.adj(2,—1)

retourne la cellule C} et C%.adj(3, —1) retourne la cellule C}.

Nous allons maintenant détailler le fonctionnement de ’algorithme utilisé pour
les méthodes adj(i,dp) et nb_adj(dp) lorsque dp est différent de +1 et —1. Nous
introduisons d’abord une notation mathématique pour simplifier la description de

I’algorithme. Cette notation représente un vecteur de cellules et nous définissons

adj(0p) par :

cP.adj(6p) = (P.adj(1,0p), ... ,cP.adj(cP .nb_adj(dp), ip))

Nous allons calculer ¢?.adj(dp) et par le fait méme, montrer le fonctionnement
des méthodes adj(i, ép) et nb_adj(ép). Pour comprendre cet algorithme, il faut
savoir comment sont emmagasinées les informations lorsqu’on ajoute une (p — 1)-

cellule & une p-cellule.

Pour chacune des p-cellules C? d’un n-complexe, pour 1 < p < n, il y a
d’emmagasiné un vecteur C?.vy de (p — 1)-cellules et pour 0 < p < n — 1, un
vecteur C?.v, de (p + 1)-cellules. Ce sont respectivement les faces et les cofaces de

la p-cellule. Ces vecteurs sont mis & jour par la méthode add de la classe Cell.

Alors pour une p-cellule ¢ d’un complexe, nous avons respectivement que
cP.adj(-1) = Py et que cP.adj(+1) = P.v.. Examinons maintenant ce
qui survient lorsqu'une (p — 1)-cellule cP~! est ajoutée & une p-cellule cP.

D’abord, on ajoute & la fin du vecteur c.v; la cellule Pl clest-a-dire que'?

20n place entre “[ ]” 'indice du i'*™ élément du vecteur et on a que length est égal au nombre

d’éléments du vecteur.
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P.vpl(cP.vf).length + 1] + cP~'. Ensuite, on ajoute & la fin du vecteur ?~'.v. la

cellule c?, c’est-a-dire que P~ L. [(cP~Lw.).length + 1] < cP.

Maintenant, nous sommes en position pour trouver c?.adj(dp) lorsque dp est
différent de +1 et —1. Nous avons un algorithme récursif pour cela, il est montré

a la figure 2.3. 11 utilise I’'union U entre deux vecteurs v; et vy définie comme suit :

v1 U vg. Les cellules de vy sont ajoutées a la fin de vy, par contre, lorsqu’une

cellule de vy est dans v1, elle n’est pas ajoutée.

Remarquez que 'opération LI n’est pas commutative.

En examinant la définition de cette opération et I'algorithme de la figure 2.3,
nous remarquons que l'ordre des cellules adjacentes qui sont retournées dans un
vecteur de cellules, dépend de 'ordre dans lequel la cellule qui invoque la méthode,
et ses cellules adjacentes, ont été assemblées. Par exemple, une 2-cellule avec la-
quelle nous invoquons la méthode adj(1,-2) retourne une cellule qui est la premiére

0-cellule qui a été ajoutée a la premiere 1-cellule qui a été ajoutée a la 2-cellule.

Examinons de plus prés le traitement qui est effectué lorsque dp est égal & 0T
(qui est spécifié avec delta_p = 100) et lorsque dp est égal & 0~ (qui est spécifié
avec delta_p = —100). Ces valeurs de dp ont été ajoutées pour des raisons de
complétude. Nous voulons en fait obtenir les p-cellules adjacentes & la p-cellule
P qui invoque la méthode. Lorsque dp vaut 0, les p-cellules qui partagent une
(p — 1)-cellule avec P sont retournées et lorsque dp vaut 07, les p-cellules qui

partagent une (p + 1)-cellule avec ¢ sont retournées.

Nous avons que adj(dp) retourne un vecteur de cellules. Ainsi, la méthode

adj(i,0p) retourne adj(dp)[i] et la méthode nb_adj(dp) retourne adj(dp).length.

Nous nous sommes inspirés de [12, page 156] pour trouver des propriétés a
adj(i,0p) et adj(dp) : pour toutes cellules b et ¢ d'un complexe K, nous avons

que :

b = c.adj(i,dp) = il existe un j unique, tel que ¢ = b.adj(j, —dp)
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V < 0 (V est un vecteur de cellules);
si 0p = —1 alors
| cP.adj(ép) < cP.vy;
si dp = +1 alors
| P.adj(dp) + P
si dp < —1 alors
pour i =1 a (cP.vy).length faire

| V<« VU(cwsli]).adj(dp + 1);

| P.adj(ép) < V;
idp > +1 alors

0

pour i =1 a (P.v.).length faire

| V<« VU(Pvli]).adj(dp — 1);

| P.adj(ép) < V;
idp =0 alors

0

pour i =1 a (P.vy).length faire
| V< VU(Puyli]).adj(+1);

| cP.adj(dp) < V sur lequel on enleve la cellule ¢?;

i 6p =0T alors

0

pour i =1 a (P.v.).length faire

|V« Vu(cPuyli]).adj(—1);

| cP.adj(dp) < V sur lequel on enleve la cellule c?;

F1G. 2.3 — Algorithme récursif afin de calculer ¢?.adj(d0p).
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et aussi que :
¢ est une composante de b.adj(dp) <= b est une composante de c.adj(—0dp).

Notez que nous fixons comme convention que —0T = 07 et que —0~ = 0~ pour
que ces propriétés soit valides. Cette convention est aussi utilisée plus loin dans la

these.

Nous pouvons maintenant préciser la relation d’adjacence entre deux cellules :
lorsque nous disons que deux cellules b et ¢ sont adjacentes, c’est qu’il existe un

op, tel que :

¢ est une composante de b.adj(ép).

Nous croyons que 'usager utilisera rarement la méthode adj(i, 6p), & part peut-
étre pour vérifier des propriétés topologiques du complexe cellulaire. Le fait par
contre de généraliser les opérateurs face et coface permettra de généraliser, par le

fait méme, les opérateurs de chaines boundary et coboundary (voir la section 2.4).

2.3 Cellules orientées

Dans beaucoup d’applications, il est important de pouvoir spécifier
I’orientation des cellules; en particulier, ce concept s’avére nécessaire pour définir
lopérateur boundary Op, introduit & la section 2.1. Pour une 1-cellule, I'orienta-
tion correspond au concept d’une fleche, et pour une 2-cellule, au concept de sens
horaire et de sens anti-horaire (voir la figure 2.4). Le concept peut étre donné
formellement avec des p-simplexes, avec un p arbitraire [6, page 222]. Pour un
complexe, lorsque celui-ci peut étre décomposé en p-simplexes [13], le concept
peut aussi étre donné formellement, mais il est difficile et cotiteux d’utiliser cette
approche pour des cellules de grande dimension. Une méthode simple, basée sur

I'orientation relative, sera décrite ci-dessous.
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Une motivation (certainement pas la seule) pour introduire 'opérateur boun-
dary est la possibilité de donner des conditions algébriques qui correspondent a
notre idée intuitive d’une condition nécessaire sur les cellules d’un complexe, a sa-
voir que chacune des frontiéres forme un cycle [9, page 504]. De maniére informelle,
cela veut dire que la frontiere d’une 2-cellule (des 1-cellules) forme une boucle com-
posée de segments dont les extrémités se rejoignent. Et la frontiére d’une 3-cellule
(des 2-cellules) devrait se joindre pour former des éléments de surface contigué et
sans trou (comme la surface d’un ballon de soccer). Veuillez noter, par contre, que

notre systéme n’impose pas cette condition.

L’opérateur boundary peut étre vu comme un opérateur linéaire sur un espace
vectoriel avec des vecteurs dont les composantes sont indexées par les éléments de
Sp [9]. Un élément de S, est identifié avec un vecteur ayant le nombre un a la posi-
tion correspondant & cet élément et avec un zéro aux autres positions. L’opérateur
boundary O, assigne & chacun des éléments de S),, la somme des vecteurs dans
Sp—1 correspondant a la frontiere des éléments de S, ou chaque terme est positif
ou négatif selon I'orientation relative de S), avec I’élément particulier de la frontiere

[9, page 503].

L’orientation relative est calculée & partir d’une p-cellule et d’une (p—1)-cellule.
Lorsque la (p—1)-cellule n’a pas déja été ajoutée a la p-cellule, l'orientation relative
est de 0. Lorsque l'orientation de la (p — 1)-cellule est dans le “méme sens” que
la p-cellule, I'orientation relative est de +1, et est de —1 sinon. Dans notre cadre
de travail, nous utilisons la méthode orientation définie sur la classe Cell. Voici sa

déclaration :

- int orientation(Cell cellpm1). Retourne l'orientation relative (0, +1 ou —1)
entre la p-cellule qui invoque la méthode et la (p — 1)-cellule identifiée par

cellpm1.
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Ainsi 4 la figure 2.4, nous avons que :

C?.orientation(C]) = +1.
C?.orientation(Cy) = —1.

0.

C?.orientation(C3)

Sur la figure, nous avons les orientations des cellules qui sont dessinées. Voyons

maintenant comment le calcul de 'orientation relative est fait avec la méthode

orientation.
C3
Ci
0
Ci C?
Cs
C3

Cl

C} b

F1G. 2.4 — 2-complexe avec des cellules orientées.

D’abord, nous fixons que l'orientation relative de la premiere (p — 1)-cellule

ajoutée a une p-cellule est de +1. Ainsi lorsque nous faisons :
cP.add(cE?);

. . -1 -1 -
nous avons alors que Cf’ .orientation(Ch, *) vaut +1 lorsque Ch, = est la premiere

(p — 1)-cellule ajoutée a CP.
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Nous pouvons, par contre, décider que l'orientation relative de la premiére

(p — 1)-cellule ajoutée & une p-cellule est de —1. Il suffit de faire :
cl.add(CP !, —1);

notez que le deuxiéme parameétre de la méthode add qui indique l'orientation
relative entre les deux cellules est optionnel et qu’il vaut +1 par défaut. Notez
aussi que ce parametre est ignoré lorsqu’une (p — 1)-cellule n’est pas la premiere
ajoutée a une p-cellule.

La j®me cellule ajoutée & la cellule C’ZP correspond a la cellule Cf .adj(j,—1),
pour tout j dans lintervalle 1,...,CP.nbadj(—1). Notons ici une cellule
CP.adj(j,—1) par (:;?_1. Nous venons de voir comment fonctionne l'orientation re-
lative entre C? et c§_1 lorsque 7 est égal & un, examinons maintenant comment
calculer celle-ci lorsque j est plus grand que un. Pour pouvoir calculer ’orientation
relative, nous supposons qu’entre les faces d’une cellule cg’ ~! et les faces de la cellule
cg’:, il y a une (p — 2)-cellule unique'®. Nous notons cette cellule partagée c§_2.
Remarquez que si 'on ne satisfait pas a cette condition, le cadre de travail peut
quand méme étre utile pour une application n’utilisant pas des cellules orientées.
Remarquez aussi que nous supposons que les cellules c? _1, Cg:: et 02_2 ont déja
été créées.

Lorsque ce n’est pas la premiere (p — 1)-cellule ajoutée, nous avons une fagon
récursive de calculer l'orientation relative de C? avec une (p — 1)-cellule : l'orien-
tation relative avec c? _% est la méme qu’avec cg’ -1 lorsque leur orientation relative

J

-2 , . . . -1 . -1
avec cﬁ est opposée, et 'orientation relative avec cg 11 est I'inverse d’avec cg’

lorsque leur orientation relative avec cﬁd est 1a méme. Autrement dit, ’orientation

relative entre C? et cgi_i avec j > 1 est définie comme suit :

1311 n’y a pas de détection d’erreurs.



23

si cg_i__i.orientation(c,’;_Q) = cﬁ_l.orientation(cp#) alors

k
t C’f.oﬁentation(cgli) — —Cf.orientation(cé?_l);

sinon

t C’f.orientation(cﬁﬁ) — C’f.om’entation(cg_l);

Cette fagon de calculer l'orientation relative est illustrée a la figure 2.5. Les
carrés du haut de la figure représentent cg?_l, et les carrés du bas représentent
i

Lorsque l'on calcule l'orientation relative entre une 1-cellule et une 0-cellule,
nous n’avons évidemment pas de cellule 02_2 (de dimension —1) qui existe. Afin
que l'orientation relative puisse étre calculée dans ce cas, nous créons une cellule
de dimension —1, soit A = C| . Cette (—1)-cellule est formellement ajoutée &

toutes les O-cellules et a une orientation relative de +1 avec celles-cil%.

En fixant comme convention que les 0-cellules sont orientées positivement, nous
, ’s . . . \ .
n’avons qu’d fixer les orientations relatives, comme & la figure 2.6, pour avoir

I’équivalent des orientations de la figure 2.4.

Maintenant que nous savons comment le systeme calcule les orientations re-
latives, il est facile de construire le complexe en choisissant 1'ordre dans lequel
nous ajoutons les (p — 1)-cellules & une p-cellule. Voici comment nous procédons
pour construire le complexe des figures 2.4 et 2.6. Nous déclarons et ajoutons au
complexe les 0-cellules, les 1-cellules et les 2-cellules. Ensuite, nous assemblons les
1-cellules, par exemple la cellule C{ en ajoutant en premier & celle-ci la 0-cellule CY,
et en deuxiéme la O-cellule CY. L’assemblage des 2-cellules est aussi trés simple. Par
exemple, pour assembler la cellule CZ, nous ajoutons une premiere 1-cellule avec

laquelle nous voulons une orientation relative de +1, soit C'11 (lorsque nous désirons

Dans notre systéme, la (—1)-cellule n’est pas réellement créée et ajoutée & toutes les O-cellules,

mais notre algorithme d’orientation relative effectue les calculs comme si elle 'avait été.
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+1 +1
@ >+1 @ >—I—1
) 1
orientation relative < 1 orientation relative < —1

Fi1a. 2.5 — Calcul de l'orientation relative.

F1Gc. 2.6 — 2-complexe dont les orientations sont relatives.
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que toutes les 1-cellules aient une orientation relative de —1 avec la 2-cellule, il
faut, lors de I'ajout de la premiére 1-cellule, spécifier que 'orientation relative est
de —1 : voir plus haut dans cette section). Ensuite nous ajoutons les autres 1-
cellules a la 2-cellule 012 en prenant soin d’avoir une (-cellule qui est partagée par
deux 1-cellules ajoutées successivement. Nous avons donc ici deux possibilités, soit
d’ajouter dans ordre C3, Ci, C}, ou bien d’ajouter dans 'ordre C}, C3, C3. Avec
un choix ou l'autre, nous obtenons les mémes orientations relatives (remarquez par

contre, que l'ordre des cellules adjacentes est modifié).

Nous aurons la méme logique & appliquer lors de la création d’une p-cellule
en général. Voici un autre exemple, cette fois avec une 3-cellule C3 dont 1'orienta-
tion relative avec des 2-cellules est illustrée a la figure 2.7. Les carrés du haut
représentent la premiére 2-cellule ¢? ajoutée, et ceux du bas, représentent la
deuxiéme 2-cellule c2 ajoutée. Lorsque les orientations relatives des deux 2-cellules
avec la 1-cellule partagée sont opposées (premier cas de la figure 2.7), nous avons
que ’orientation relative entre Cf’ et c3 est la méme que lorientation relative entre
Ci?’ et ¢? (41 dans la figure). Lorsque les orientations relatives des deux 2-cellules
avec la 1-cellule partagée sont identiques (deuxiéme cas de la figure 2.7), nous
avons que Porientation relative entre C} et c3 est I'inverse (—1) que l'orientation

relative entre C7 et ¢ (+1).

La fagon qu’a notre systéme de gérer les orientations respecte la maniére habi-
tuelle de concevoir des entités topologiques orientées, sauf qu’il utilise seulement
des orientations relatives. En travaillant seulement avec celles-ci, nous n’avons pas
a donner une caractérisation algébrique et algorithmique d’un sens horaire ou anti-
horaire dans un plan, ou ce qui est encore plus difficile, une caractérisation d’une
orientation dans une cellule de plus grande dimension. En fait, I’orientation absolue
n’est pas intrinséque 4 une cellule, car elle est essentiellement arbitraire, et en chan-
geant sa définition, nous ne faisons que changer son interprétation. Pour donner
un exemple simple et plus spécifique, dans un contexte d’un coefficient (attribut)

associé avec une p-cellule d’'un complexe, supposons que p = 1, que celll est un
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F1G. 2.7 — Orientation relative dans une 3-cellule.

identificateur d’un segment de ligne (1-cellule), et que le coefficient est un vecteur
de force f € R? dirigé en direction de la O-cellule qui a une orientation relative de
+1 avec la 1-cellule : si nous voulons spécifier une expression qui donne une force
f dans la direction d’une 0-cellule cell0, qui est un identificateur d’une des deux
0-cellules de la 1-cellule, il est suffisant de multiplier f par celll.orientation(cell0)

(rappelons que la méthode orientation retourne une orientation relative).

Pour des complexes de dimension 2, le calcul de l'orientation relative est
équivalent & calculer les nombres d’incidences (a;; et ;) [28, section 3] qui sont
nécessaires a 1’utilisation du nombre de Betti dans les théorémes mathématiques

classiques.

Comme nous l'avons vu, un avantage de laisser notre systéme calculer I'orien-
tation relative est qu’il est trés facile de construire un complexe orienté et de
choisir les orientations relatives entre les cellules. Dans un systéme utilisant des
orientations relatives qui sont fixées par I'usager [1], il est laborieux pour celui-

ci de fixer chacune des orientations relatives. Dans un tel systéme, I'usager fixe
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de fagon arbitraire l'orientation relative lors de chacun des ajouts d’une (p — 1)-
cellule & une p-cellule. Par exemple, & la figure 2.6, il devra spécifier tous les —1
et les +1. Par contre, s’il choisit de fixer I'orientation relative entre la cellule C3
et C? & +1 (comme dans la figure) mais qu’il fixe entre la cellule C2 et C3 aussi
a +1 tout en conservant toutes les autres orientations relatives illustrées dans la
figure, nous aurions alors que notre définition d’orientation relative ne sera pas
respectée pour les 1-cellules Ci et C2. Car ayant les mémes orientations relatives
avec C? et partageant une O-cellule, elles devraient avoir des orientations opposées
avec cette 0-cellule. Comme nous ’avons vu, 'usager peut quand méme fixer dans
notre systeme les orientations relatives de son choix, mais la variété de ses choix
est limitée par notre définition de 'orientation relative. Il ne pourra pas créer une
situation qui ne respecte pas notre définition d’orientation relative comme dans

I'exemple précédent.

Remarquez que dans beaucoup d’applications, 1’'usager ne veut pas vraiment
spécifier une orientation particuliére aux cellules (par exemple dans le réseau de
masses-ressorts & la section 3.1), il désire seulement que le complexe soit orienté, ce
qu’il obtient avec notre systéme en respectant qu’entre deux (p—1)-cellules ajoutées
successivement & une p-cellule, une seule (p — 2)-cellule soit partagée entre les deux
(p — 1)-cellules. Par contre, comme avant, nous laissons la responsabilité & 1'usager
de s’assurer que les cellules qu’il construit dans le complexe soient appropriées.
Par exemple, il est facile de construire une bande de Mobius avec trois 2-cellules

orientées mais cela ne peut pas correspondre & une surface orientée.

Un autre avantage d’avoir des orientations relatives, comme dans notre
systeme, est qu’une application voulant économiser de I’espace mémoire n’est pas
obligée d’emmagasiner les orientations relatives. Comme nous I'avons vu, elles
sont calculées. Par contre, cela peut demander beaucoup de temps de calcul pour
une application utilisant beaucoup cette information, mais il est alors évidemment
possible de les emmagasiner. Nous n’allons d’ailleurs pas les emmagasiner direc-

tement dans la structure de données des cellules, mais plutét dans une chaine de



28

sous-chaines d’entiers (voir la sous-section 4.3.5).

2.4 Chaines

Une p-chaine est définie sur un complexe K et un ensemble G. C’est une somme

formelle
> gC?
i

sur les p-cellules C? du complexe K, avec les coefficients g; € G. Une p-chaine
assigne un élément de G & chacune des p-cellules C? = K.cell(i, p) dans le complexe
K [1, section 3.2]. Un exemple d’une 2-chaine est illustré & la figure 2.8. Dans
notre cadre de travail, ’ensemble G peut étre par exemple un ensemble de réels,
un ensemble de vecteurs, un ensemble de couleurs dans I’espace RGB, un ensemble
de polynémes, et méme, comme nous allons le voir & la section 3.2, un ensemble

de p-cellules.

FiG. 2.8 — Exemple d’une 2-chaine.

Nous pouvons par exemple dans un réseau de masses-ressorts (que nous al-
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lons décrire plus en détail & la sous-section 3.1.1), avoir une 0-chaine de réels
représentant la masse aux 0-cellules et une 1-chaine sur ’ensemble des vecteurs

dans R? représentant les forces élastiques des ressorts associées aux 1-cellules.

On peut faire une correspondance entre la somme formelle et un vecteur de

coefficients [6, page 226], soit :
Zgch A (glag%"' 3 G4y - - agn)a n:K.nb_cells(p),
i

ou nb_cells(p) retourne le nombre de cellules de dimension p du complexe K.

2.4.1 Opérations et méthodes sur les chaines

Nous avons inclus dans notre interface de programmation la classe Chain, qui

comprend, entre autres les méthodes suivantes :

- int dim(). Retourne la dimension p (un entier) de la chaine. C’est-a-dire, la
dimension p des cellules sur laquelle la chaine qui invoque la méthode est
définie.

- Complez complez(). Retourne le complexe K (de la classe Complez) sur le-

quel la chaine qui invoque la méthode est basée.

La classe de base Chain a des classes dérivées Chain_Real, Chain_Real2 et
Chain_Real3, qui désignent respectivement des chaines sur R, R? et R3. Pour
plus de détails, voir ’annexe B. Le programmeur pourra facilement créer d’autres
classes dérivées pour avoir des chaines sur d’autres types de coefficient. Une classe

dérivée typique Chain_Type a le constructeur suivant :

- Chain_Type(int p, Complex complez_K). Constructeur pour une chaine ayant
des coefficients du type Type. Requiert les parameétres d’entrées p, la di-
mension de la chaine et complez_K (de la classe Complez), le complexe

sur lequel la chaine est définie.
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En plus du constructeur, une classe Chain_Type inclut, entre autres, les

méthodes :

- Type& coefficient(int i). Retourne la référence au coefficient g; (de la classe
Type) associé a la cellule K.cell(i,p), ou K est le complexe sur lequel la
chaine qui invoque la méthode est basée, et avec p étant la dimension de

la chaine.

- Type& coefficient(Cell cell). Retourne la référence au coefficient g; (de la
classe Type) associé & la cellule cell (de dimension p), ou 7 est tel que
cell = K.cell(i,p), K est le complexe sur lequel la chaine qui invoque la

méthode est basée, et avec p étant la dimension de la chaine.

En utilisant la derniere méthode mentionnée, il est possible d’accéder au coef-
ficient associé & une cellule en particulier d’une chaine. Par exemple, si chain2 est
un identificateur pour une 2-chaine ayant des coefficients de type Type et cell2,
étant un identificateur d’une 2-cellule, alors nous pouvons affecter une valeur de
la classe Type & chain2.coefficient(cell2). Ainsi, par exemple avec Real3(1,2,2),
une instance de I'objet vecteur [1,2,2] de la classe Reald (vecteurs en R?), nous

pouvons écrire :

chain2.coefficient(cell2) = Real3(1,2,2).

Nous allons habituellement écrire une expression comme celle & gauche de ’af-
fectation sous sa forme abrégée : chain2[cell2]. Notez que la forme abrégée est

aussi valide dans notre interface de programmation.

Nous avons, comme dans [1, définition 13], que les méthodes'® m qui sont
définies sur les éléments de ’ensemble G, le seront aussi sur une chaine définie sur

le méme ensemble G. Symboliquement, nous définissons que :

(Z giC?).m = Zgi.m C?.

5Dans [1], ils ont utilisé des fonctions plutét que des méthodes.
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Autrement dit, lorsque nous appliquons une méthode qui est définie sur les
éléments d’un ensemble G, & une chaine, nous appliquons cette méthode a tous les

coefficients de celle-ci.

Par exemple, soit une p-chaine (désignée par l'identificateur chainp) définie
sur un complexe K et une méthode meth définie sur les coefficients de la chaine,

lorsque nous écrivons :
chainp.meth();

il en résultera que :
chainp|cell].meth()

sera appliquée a tous les coefficients associés aux p-cellules cell du complexe K.
Nous pouvons aussi définir cela sur la chaine sous sa forme de vecteur de
coefficients :

chainp.meth()  <—  (g1.meth(), ..., gn-meth())

ou chainp est une chaine de dimension p ayant des coefficients de I’ensemble G.

Lorsqu’une opération binaire ® est définie entre les éléments d’un ensemble G,
et les éléments d’un ensemble Gy, nous avons que 'opération binaire ® entre une
chaine chainp_Ga ayant des coefficients de ’ensemble G, et une chaine chainp_Gb

ayant des coefficients de I’ensemble G}, est définie comme suit :
chainp_Ga @ chainp Gb  «— (g1 ®h1, ..., i ®hiy, ..., gn ® hy),

avec les g; étant tous les coefficients de la chaine chainp_Ga et les h; étant tous
les coefficients de la chaine chainp_Gb. Notez que les deux chaines doivent étre de

méme dimension p et étre définies sur le méme complexe K.

Alors si nous écrivons :

chainp_Ga ® chainp_Gb;
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nous aurons que le coeflicient associé & la '™ p-cellule cellp de la chaine résultante

sera de :
chainp_Ga|cellp] @ chainp_Gbcellp],

ou cellp = K.cell(i,p).

Cela nous permet de décrire de fagon concise, une addition (ou une soustrac-
tion, une multiplication, une équivalence, ...) cellule par cellule des coefficients des
chaines. Prenons un exemple plus pratique, soit deux 1-chaines sur R3, chainl_a
et chainl_b. Supposons que l'opération binaire ® entre les deux 1-chaines soit
le produit scalaire, noté * dans notre interface de programmation, il en résultera
alors une chaine de réels (que nous emmagasinons dans chainl_real). Nous pouvons

donc écrire :
chainl real = chainl_a * chainl_b;
qui effectuera, cellule par cellule, les produits scalaires suivants :

chainl_real[cellp] = chainl_a[cellp] x chainl_a|cellp].

Rappelons que les deux p-chaines peuvent étre définies sur deux ensembles de
coefficients différents. Par exemple, une premiere p-chaine peut étre définie sur les
réels et une deuxiéme, sur R3. La multiplication entres celles-ci résulterait alors

en une p-chaine sur R3.

2.5 Relation entre les chaines de différentes dimen-

sions

Une des méthodes les plus puissantes développées dans notre cadre de travail
est la méthode dim_inc. Celle-ci nous permet d’obtenir, & partir d’une chaine de

départ, une chaine de dimension inférieure ou supérieure. Comme nous 1’avons
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mentionné a la section 1.3, dim_inc généralise les opérations boundary et co-
boundary sur une chaine. Elle permet d’établir des relations entre des chaines
de différentes dimensions définies sur un complexe K en tenant compte ou non de

P’orientation relative.

Montrons avec un exemple le fonctionnement de cette méthode. Pour I’instant,
nous ne tenons pas compte de 'orientation relative. Nous voyons a la figure 2.9 une
1-chaine d’entiers (huit) définie sur un 2-complexe. Nous appliquons la méthode
dim_inc sur cette 1-chaine et nous indiquons que nous voulons une chaine de dimen-
sion relative +1 (c’est-a-dire, une 2-chaine). Nous indiquons aussi que nous voulons
I'opération d’addition. Cette méthode effectuera, pour chacune des 2-cellules, 1’ad-
dition des coefficients de la 1-chaine dont les 1-cellules font partie de la 2-cellule.
Le processus est répété pour toutes les 2-cellules et les résultats des additions sont

conservés dans une 2-chaine.

L O+3+4+1=8 —

Fi1a. 2.9 — dim_inc appliquée sur une 1-chaine qui résulte en une 2-chaine.

La méthode dim_inc peut étre appliquée sur n’importe quelle p-chaine. Nous

indiquons une dimension relative dp et il en résultera alors en une g-chaine (¢ =
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p+0p). Il faut par contre que 0 < p,q < n, avec n étant la dimension du complexe
sur lequel sont définies les deux chaines; ici 0+0~ < 0 et n+ 0" > n. Nous avons
un autre exemple & la figure 2.10. Cette fois nous débutons avec une 2-chaine pour
obtenir une 0-chaine, encore une fois sans tenir compte de 'orientation relative, et

avec une opération d’addition. Dans cet exemple, la dimension relative est de —2.

2+4=6 4

44+6=10

2+4+6=12

F1G. 2.10 — dim_inc appliquée sur une 2-chaine qui résulte en une 0-chaine.

Nous pouvons aussi tenir compte de l’orientation relative des cellules. Un
exemple est illustré a la figure 2.11. Ici, nous appliquons la méthode dim_inc sur
une 2-chaine pour une dimension relative de —1 avec I'opération d’addition et en
tenant compte de 'orientation relative. Ceci résultera en une 1-chaine. La méthode
effectuera pour chacune des 1-cellules, ’addition des coefficients de la 2-chaine dont
les 2-cellules sont adjacentes a la 1-cellule et en multipliant chacun des coefficients
par Dorientation relative de la 2-cellule et de la 1-cellule impliquées. Le processus
est répété pour toutes les 1-cellules et les résultats des additions sont conservés

dans une 1-chaine.

Nous pouvons tenir compte de l'orientation relative, seulement lorsque la di-



35

Fic. 2.11 — En tenant compte de I'orientation relative, dim_inc est appliquée sur

une 2-chaine qui résulte en une 1-chaine.

mension relative dp est de +1 ou —1 car 'orientation relative est définie seulement
entre des cellules dont la différence de dimension est de 1. Lorsque ’on débute avec
une p-chaine pour obtenir une (p — 1)-chaine, cette opération est appelée boundary
sur une chaine [1]. Lorsque 'on débute avec une p-chaine pour obtenir une (p+1)-
chaine, cette opération est appelée coboundary sur une chaine [1]. A travers les
exemples du chapitre 3, nous démontrons 1'utilité de dim_inc lorsque nous tenons
compte de l'orientation, mais aussi lorsque nous n’en tenons pas compte, ce qui
dans [1] n’avait pas été envisagé et qui peut étre tres utile. Il faut dire que nous
n’avons pas limité I'opération entre les coefficients d’une chaine qu’a 1’addition,

elle peut étre aussi remplacée par une opération commutative.

La méthode dim_inc d’une classe Chain_Type a la description suivante :

- Chain_Type dim_inc(int delta_p, Operation op, Boolean is_signed). Retourne

une chaine (de la classe Chain_Type) de dimension p + dp ou dp est un
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entier spécifié par delta_p (la dimension relative). L’opération'6 entre les
coefficients est spécifiée par op et 'orientation relative est considérée

lorsque is_signed est & true.

Operation est un type énuméré, qui permet de spécifier 'addition (plus), la
moyenne (average), la multiplication (mult), la moyenne géométrique (geom_mean),
ou d’autres opérations commutatives ajoutées par le programmeur. Lorsqu’elles ne
sont pas spécifiées, les valeurs par défaut de op et is_signed sont respectivement

de plus et true. Nous pouvons, par exemple écrire :
chain3 = chainl.dim_inc(+2, average, false);

pour avoir une 3-chaine & partir d’une 1-chaine (la dimension relative est de 3—1 =
+2), ou les coefficients de la 3-chaine sont obtenus en faisant la moyenne des
coefficients associés aux 1-cellules pertinentes, sans tenir compte de 1’orientation

relative!”.

(o . . .. , . D
En général, si une chaine qui invoque la méthode dim_inc est Zj gJCj, les
valeurs de j faisant une contribution & chacun des coefficients h; associé & la cellule

c? *+9 Jans la nouvelle chaine, sont celles, tel que :

Cy = CPYP adj(k,—b6p)  pour certains k.

Plus formellement, la méthode dim_inc retourne la (p+ dp)-chaine >, h;C? +op ,

ot les cellules C? +9P sont définies par K.cell(i,p+ 0p), pour des valeurs de ¢ allant
de 1 & K.nb_cells(p + dp). Les valeurs de h; lorsque nous ne tenons pas compte de

I’orientation relative sont :

hi = Q;cn:ilgjk

N

ou

161 opération doit étre valide pour les coefficients de la chaine qui invoque la méthode.

17C’est en fait le seul choix possible lorsque la dimension relative est de +2.
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~ Q est défini par le parameétre op (par exemple, Q@ = X, II, ..., I'opération
doit étre commutative) ;

~ m; est égal & Cf”p.nb_adj(—ép);

— la séquence d’indices ji, j2, ... , jm,; est définie pour chacune des valeurs jj
5 .
tel que : C;-)k = Cf’+ P .adj(k,—d0p) pour un k € {1, ..., m;}.
— gj, = chainp.coefficient( C;’k). (Ici, chainp est la chaine qui invoque la

méthode dim_inc.)
De fagon similaire, les valeurs de h; lorsque nous tenons compte de l'orientation

relative sont :
Oy o
hi = Q2104595
ou

_ p+0p
i

Oij, = .orientation(C5 ) si dp = 1,

Oij, = ka.orientation(CfHP) si dp = —1,

et les autres quantités étant définies comme précédemment. Tel que déja men-
tionné, lorsque nous tenons compte de l'orientation relative dim_inc est définie

seulement pour ép € {—1,1}.

2.6 Géométrie sur les complexes

Notre cadre de travail est utile pour des complexes géométriques, tels que
ceux utilisés dans [1, 12]. Comme il est dit dans [1, section 3.2], les cellules et les
complexes cellulaires peuvent étre utilisés afin de décomposer R? en régions plus
simples et les chaines peuvent étre utilisées pour associer des quantités physiques
avec ces régions. En fait, ce sera le cas des applications principales de notre cadre
de travail. Cependant, nous avons choisi de mettre I’emphase sur le fait que les
complexes cellulaires représentent une topologie sur un objet ou un systéme. Nous

avons deux raisons pour cela. Premiérement, nous avons observé que les chaines
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et les complexes peuvent étre utilisés dans des applications ou il n’y a pas de
géométrie, par exemple, pour représenter la topologie d’un réseau de communica-
tion ou circuit électrique [9, chapitre 12]. Deuxiémement, il y a des applications
ou nous voulons représenter la géométrie d’un systeme & ’aide de chaines. La
géométrie étant représentée dans des chaines, elle peut étre manipulée de la méme

facon que les informations non géométriques.

Ces remarques motivent notre approche pour la définition de la géométrie
sur un complexe. Habituellement, la géométrie sur un complexe est définie avant
méme d’avoir défini les chaines (pas toujours en fait, [1, section 5]). Nous avons,

par contre, choisi d’utiliser les chaines afin de représenter la géométrie des objets.

Dans un contexte de programmation objet, nous créons une nouvelle classe
représentant une géométrie particuliere pour un complexe. Cette nouvelle classe
est une classe dérivée de la classe Complex car elle conserve ses propriétés topolo-
giques. Nous y ajouterons certaines chaines qui seront des membres de cette nou-
velle classe, afin de représenter la géométrie. Nous y ajouterons aussi des méthodes

pour travailler avec cette nouvelle classe.

Décrivons deux nouvelles classes dérivées de la classe Complez illustrant

différentes géométries :

1. Supposons que nous voulions représenter un systéme composé de spheres
dans R3 ayant des interactions entre elles (le type d’interaction n’est pas
important ici). Les 1-cellules et des 1-chaines pourraient représenter ces in-
teractions et des 0-chalnes représenteraient la géométrie. Les spheéres seraient
centrées sur des points en R? associés aux 0-cellules, c’est-a-dire dans une 0-
chaine. Les rayons des sphéres seraient aussi emmagasinés dans une 0-chaine
qui dans ce cas, serait une chaine de réels. Nommons cette nouvelle classe

représentant cette géométrie Complez_s.

2. Supposons que nous voulions représenter des surfaces triangulaires en deux

dimensions dans R3. (Dans ce cas, chacune des 2-cellules du complexe aura
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trois 1-cellules adjacentes.) Ici, la géométrie serait conservée dans une 0-
chaine de points en R2, représentant les sommets des triangles et dans une 2-
chaine représentant les vecteurs normaux (de fagon redondante) aux surfaces.
Nous référerons plus tard (entre autres, & la sous-section 3.1.1) & cette classe

comme étant Complex_p.

Une autre classe dérivée de la classe Complex pourrait étre définie, par exemple,
avec des surfaces B-splines cubiques. Chacune de ces classes dérivées contiennent
des méthodes reliées & la géométrie du complexe. Par exemple, une méthode ap-
propriée 3 toutes les classes dérivées représentant une géométrie dans R> est une
méthode déterminant 'intersection entre un rayon (ou un axe) et la géométrie du

complexe.

Nous avons ici la possibilité de plusieurs choix de géométries en dérivant de
nouvelles classes. Par contre, nous voulons mettre ’emphase sur le fait que nous
représentons la géométrie sur un complexe a I’aide de chaines. Nous avons alors &
notre disposition pour manipuler ces chaines (donc la géométrie) tous les outils qui
sont disponibles pour les chaines en général. Dans ’exemple avec des masses et des
ressorts au chapitre 4, il y a une chaine représentant la géométrie (les positions des
0-cellules) qui est intégrée, au méme titre que les autres chaines, aux expressions

de chaines décrivant le systéme.



Chapitre 3

Exemples de systemes

Dans ce chapitre, nous présentons deux exemples illustrant 1'utilité du cadre
de travail. Le premier exemple montre comment le cadre de travail peut étre
utilisé pour décrire une simulation d’un réseau de masses-ressorts en résolvant
des équations différentielles du premier ordre avec la méthode de Euler. Nous
développons ensuite cet exemple pour la modélisation de tissus, qui est une ap-
plication basée sur les réseaux de masses-ressorts. Le second exemple illustre une
application totalement différente : le cadre de travail est utilisé pour décrire un
algorithme classique de subdivision de surface (Catmull-Clark). Dans les deux cas,
nous obtenons de trés bons résultats, mais le but de ce chapitre est de montrer

comment il est facile de décrire ces exemples en utilisant notre cadre de travail.

3.1 Réseau de masses-ressorts et modélisation de

tissus

3.1.1 Réseau de masses-ressorts

Notre premier exemple implique un modele physique assez simple mais qui

démontre tout de méme la puissance de notre cadre de travail. Nous voulons simuler
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un objet contenant des masses reliées par des ressorts. Ce type d’objet est utilisé,
par exemple pour modéliser des objets flexibles ou pour la modélisation de tissus
[3]. Un cas particulier de modélisation de tissus, soit un drapeau, est présenté 4 la

prochaine sous-section.

Nous utilisons un complexe de dimension 1 (1-complexe) pour représenter la to-
pologie du réseau de ressorts reliant les masses. On associe les masses aux 0-cellules
et les ressorts aux 1-cellules. Différentes chaines seront définies sur le complexe afin

de représenter les différentes quantités dans le systéme et leurs évolutions.

La classe! décrivant la géométrie sera décrite avec plus de précisions & la fin
de cette sous-section et & la sous-section suivante (sous-section 3.1.2), mais di-
sons pour 'instant qu’elle contient une 0O-chaine sur R® donnant les positions 7
des 0-cellules. Nous avons une instance de cette classe que nous notons network
pour désigner l'identificateur du réseau de masses-ressorts. Alors, supposons que

la géométrie a été définie et que nous avons cette 0-chaine :
o network.chain0_p sur R3 (positions § des 0-cellules).

Le processus général permettant de simuler le réseau de masses-ressorts, se
déroule comme suit : nous calculons toutes les forces (les forces d’amortissement?
des ressorts f:j, la force gravitationnelle f_,;, les forces élastiques des ressorts f; et
la force totale f), pour chacune des 0-cellules afin de calculer I'accélération a &
chacune des 0-cellules. Nous effectuons ensuite les mises & jour des positions p’ et

des vitesses ¥ aux 0-cellules en utilisant la méthode de Euler. Pour ce faire, nous

avons besoin des sept 0-chaines suivantes :

e chain0_f _damp sur R?® (forces d’amortissement des ressorts f;i appliquées sur

chacune des 0-cellules) ;

!Dans un contexte de programmation objet.
2Etant donné que plusieurs ressorts peuvent étre attachés & une masse, il n’y a pas une, mais
plusieurs forces d’amortissement qui influenceront une masse a une 0-cellule. Méme remarque

concernant les forces élastiques des ressorts.
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e chain0_f_g sur R® (force gravitationnelle f_; appliquée sur chacune des 0-

cellules) ;

o chain0_f _spring sur R> (forces élastiques des ressorts f; appliquées sur cha-

cune des 0-cellules) ;
o chain0_f sur R® (force totale f appliquée sur chacune des 0-cellules) ;
e chain0_m sur Rt = {z > 0:z € R} (la masse m & chacune des 0-cellules) ;
e chain0_a sur R? (accélération @ & chacune des 0-cellules) ;
e chain0_v sur R? (vitesse ¥ & chacune des 0O-cellules).

Afin d’évaluer les forces physiques aux ressorts, nous avons également besoin
de sept quantités associées & chacun de ceux-ci : trois scalaires, ks (constante
d’élasticité du ressort), [ (longueur du ressort au repos), kg (constante d’amortis-
sement du ressort), ainsi que trois vecteurs dans R3, & (étirement du ressort), ¥
(étirement relatif du ressort, c’est-a-dire, la différence entre I’étirement courant et
I’étirement au repos), f, (force élastique du ressort), et f; (force d’amortissement

du ressort).

Nous avons alors besoin des trois 1-chaines définies sur R* suivantes :
e chainl_ks (constante de ressort ks pour chacune des 1-cellules);
e chainl_l (longueur ! du ressort au repos pour chacune des 1-cellules);

e chainl_kd (constante d’amortissement du ressort k4 pour chacune des 1-

cellules) ;
ainsi que quatre 1-chaines définies sur R? :
e chainl_e (étirement du ressort € pour chacune des 1-cellules) ;
e chainl_z (étirement relatif du ressort Z pour chacune des 1-cellules);
e chainl_f_spring (force élastique du ressort f; pour chacune des 1-cellules) ;

e chainl_f_damp (force d’amortissement du ressort f:i pour chacune des 1-

cellules).
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FiG. 3.1 — Etirement d’un ressort.

Avec ces chaines ainsi définies et avec notre interface de programmation?, nous
pouvons maintenant décrire tout le processus itératif afin de simuler le réseau de
masses-ressorts. Notez comment dim_inc utilise adéquatement 1’orientation relative
afin d’assigner correctement les différentes quantités aux étapes 1, 4, 5 et 6 ci-
dessous. Par exemple, & I’étape 1, pour chacune des paires de 0-cellules reliées par
une 1-cellule, la méthode dim_inc fait une soustraction entre les deux coefficients
(positions) et le résultat est conservé dans le coefficient associé & la 1-cellule (dans
la chaine chainl_e). Le terme de la soustraction qui est soustrait de l'autre est
déterminé par 'orientation relative. En fait, pour chacune des paires de 0-cellules
reliées par une 1-cellule, la méthode dim_inc additionne le coefficient qui est associé
avec la O-cellule qui a une orientation relative de +1 avec la 1-cellule, et soustrait
le coefficient qui est associé avec la 0-cellule qui a une orientation relative de —1

avec la 1-cellule.

311 y a aussi dans le code la méthode normalize de la classe Chain_Real qui retourne une
chaine dont chacun des vecteurs est normalisé. L'opération unaire “—” est aussi définie sur la

classe Chain_Real : retourne une chaine dont chacun des réels est inversé.



44

1. chainl_e = network.chainO p.dim_inc(+1);
Calcule I’allongement du ressort € pour chacune des 1-cellules en soustrayant

les positions p’ associées aux 0-cellules reliées par la 1-cellule.

2. chainl x = chainl_e — (chainl_e.normalize() * chainl 1);
Calcule I'allongement relatif du ressort Z pour chacune des 1-cellules (voir la
€

figure 3.1) : Z=¢€— gl

3. chainl f spring = —chainl ks * chainl x;

Calcule la force élastique du ressort f; = —ky& pour chacune des 1-cellules.

4. chainl f damp = chainO v.dim inc(+1) * chainl kd;
Calcule la force d’amortissement du ressort f,} a chacune des 1-cellules en
calculant la vitesse relative des vitesses associées aux 0-cellules reliant la
1-cellule, et en multipliant par la constante d’amortissement & la 1-cellule.
5. chainO_f_spring = chainl f_spring.dim inc(—1);
Cumule les forces élastiques des ressorts f; sur chacune des 0O-cellules, en
prenant les forces élastiques des ressorts f; associées aux 1-cellules ayant la

0-cellule dans sa frontiére.

6. chainO_f damp = chainl f damp.dim inc(—1);
Cumule les forces d’amortissement des ressorts f_:i sur chacune des O-cellules,
en prenant les forces d’amortissement des ressorts f:i associées aux 1-cellules

ayant la 0-cellule dans sa frontiere.

7. chain0_f = chainO_f_spring + chain0_f_g + chain 0_f damp;
Calcule la force totale f a chacune des 0-cellules en additionnant les forces
élastiques des ressorts, les forces d’amortissement des ressorts et la force
gravitationnelle : f = f_; + f:i + fs;.

8. network.chain0_p = network.chain0O_p + chain O_v * Chain Real(delta t);

Met & jour la position* & chacune des O-cellules : 7 = p'+ At .

*Notez que “Chain_Real(delta_t)” représente une chaine dont tous les coefficients sont égaux

a At.
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9. chain0_v = chainO_v + chainO_a * Chain Real(delta_t);

Met & jour la vitesse a chacune des 0-cellules : ¥ = 7+ At a.

10. chain0_a = chainO_f / chainO.m;

-

Met & jour Iaccélération & chacune des O-cellules : @ = f/m.

11. t =t 4+ delta_t;

Passe a la tranche de temps suivante.

Ce programme, qui utilise notre interface de programmation, démontre que
nous pouvons exprimer de facon claire et concise un probléme relativement com-
plexe. Développer, modifier et corriger un programme équivalent sans notre in-
terface de programmation, est une tache ardue et parfois trés frustrante, car nous

avons a travailler avec du code de bas niveau qui nous éloigne de la tache principale.

Nous avons ajouté une détection de collisions des positions aux 0-cellules avec
un plancher (sans entrer dans les détails, ceci est trés facilement réalisé). En
définissant une géométrie au complexe (par exemple avec la classe Complez_s, voir
section 2.6), nous obtenons des objets, plus ou moins flexibles, selon la rigidité des
ressorts, qui “rebondissent” sur le plancher. Un tétrahédre gardera approximati-

vement sa forme, mais pas un cube (voir la section 5.1 pour résoudre ce cas).

3.1.2 Drapeau

Une des approches pour modéliser les tissus utilise comme base un réseau
de masses-ressorts. Nous illustrons ici cette approche en continuant ’exemple du
réseau de masses-ressorts de la sous-section précédente, tout en montrant la puis-
sance de notre cadre de travail. Nous modélisons un cas particulier de tissu, un
drapeau flottant au vent. Le modele est trés semblable & celui présenté dans [3]. Ce
n’est pas un modele physique exact, mais il est suffisamment précis pour générer

des animations trés réalistes [30].

Nous utilisons un réseau de masses-ressorts dont la structure est illustrée a la
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figure 3.2. Nous remarquons dans cette figure les carrés qui connectent les sommets
(masses). Les arétes de ces carrés représentent les ressorts horizontaux et verticaux,
ils ont pour but d’empécher que le tissu (réseau) ne s’étire, ni ne se compresse exces-
sivement. Les lignes diagonales, illustrées avec des lignes en pointillé, représentent
les ressorts de cisaillement (shear springs). Leur but est de limiter le cisaillement
du tissu. Et enfin, il y a d’illustrées & cette figure, les lignes courbes qui rejoignent
deux sommets, en laissant un sommet entre les deux. Elles représentent les ressorts
de flexion qui empéchent le tissu de se replier excessivement sur lui-méme. Bien
que les lignes courbes représentent les ressorts de flexion, ils ne doivent pas étre
vus comme étant des 1-cellules courbes dans le complexe géométrique. En fait,

beaucoup des ressorts ne seront pas représentés dans le complexe géométrique.

Fic. 3.2 — Réseau de masses-ressorts pour le drapeau.

Au réseau de masses-ressorts tel que décrit, nous ajoutons des 2-cellules trian-
gulaires afin d’avoir une géométrie de surface pour le drapeau. Nous utilisons le
complexe géométrique Complez_p (voir la section 2.6) pour la géométrie du dra-

peau. Pour créer les 2-cellules, nous prenons quatre 1-cellules formant les carrés
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de la figure 3.2 et un des ressorts de cisaillement (lignes diagonales) pour former
deux 2-cellules triangulaires; le processus est répété pour chacun des carrés. Nous
utilisons des 2-cellules triangulaires afin de s’assurer que les positions des 0-cellules
de chacune des 2-cellules soient coplanaires. Le vecteur normal & chacune des 2-
cellules (nous supposons que les positions des 0-cellules ne sont pas colinéaires) est

prédéfini dans la chaine :

e network.chain2_n sur R® (vecteur normal A la surface 7 pour chacune des

2-cellules).

Les 2-cellules sont aussi utilisées pour simuler ’action de I'air sur la surface du

drapeau. Pour modéliser cela, nous avons besoin des 2-chaines suivantes :

o chain2_f air sur R? (la force f, exercée par lair sur la surface de chacune

des 2-cellules) ;

o chain2_kf sur R (une constante k; quantifiant la friction entre l'air et la

surface pour chacune des 2-cellules) ;

e chain2_v_surf sur R® (la vitesse ¥y de la surface, définie comme étant la

vitesse moyenne des vitesses des trois 0-cellules de chacune des 2-cellules).
Nous avons aussi besoin de la 0-chaine suivante :

e chain0_f air sur R® (les forces f, exercées par l'air sur les surfaces pour

chacune des O-cellules).

Pour calculer la force de l'air sur les surfaces, nous utilisons la formule de [3]

(dans nos notations) :
fa= kg (@~ (50 — T,

ou ,, désigne la vitesse courante du vent. Nous voulons appliquer cette équation
sur chacune des 2-cellules. Avec notre interface de programmation, nous pouvons

faire cela directement :

chain2 f air = chain2 kf * (network.chain2 nx

(chain2 v_wind — chain2 v_surf)) x network.chain2 n.
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Dans cette expression, la chaine Chain Real3(v_wind) est affectée a la chaine
chain2 v_wind, avec v_wind étant égal a la vitesse courante du vent #,, lorsque la

vitesse du vent est uniforme dans R®.

La vitesse d’une surface est calculée comme étant la vitesse moyenne des 0-
cellules qui la composent. Pour faire cela, nous utilisons dim_inc avec dp = +2,

sans tenir compte de 'orientation relative et avec 2 égal a %22:1 :
chain2 v_surf = chainO v.dim inc(+2, average, false);

(dans le programme, cette expression devra évidemment précéder 1’expression pour

calculer chain2 f air.)

La prochaine étape consiste & cumuler les forces f;, a chacune des 0-cellules
qui sont appliquées aux 2-cellules adjacentes. Dans ce cas, le parametre dp pour la

méthode dim_inc est de —2, et {2 correspond a X :
chainO f air = chain2 f air.dim inc(—2, plus, false);

et nous ajoutons ensuite cette chaine & l’expression de chaines cumulant les
différentes sortes de force a la ligne 7 de la simulation du réseau de masses-ressorts

vue & la sous-section précédente :

chain0_f = chain0_f_spring + chainO_f_g + chain 0_f_damp +

chain O0_f_air.

Finalement, afin que le drapeau soit fixé au poteau, nous affectons des vitesses
nulles aux points d’attache. Ceci est effectué grace au mécanisme de sélection, qui

est détaillé & la section 4.2.

Les expressions de chalnes que nous avons données ici avec les chaines décrivant
le réseau de masses-ressorts, suffisent & décrire et & simuler un drapeau flottant
au vent. Cela démontre la simplicité et 1'utilité du cadre de travail. Il y a deux

remarques importantes que nous voulons souligner ici. Premiérement, 1’exemple
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décrit ci-dessus n’aurait pas pu étre décrit avec les opérateurs de chaines boundary
et coboundary car la méthode dim_inc avec dp = +2 n’est pas équivalente a appli-
quer deux fois la méthode dim_inc avec dp = +1, que I'on tienne compte ou non de
I'orientation relative. Deuxiémement, le complexe que nous avons utilisé ici, n’est
pas totalement géométrique : en particulier, si nous modélisons les 1-cellules de
facon géométrique, les ressorts de flexion pourraient certainement avoir des inter-
sections avec les ressorts formant les carrés et nous aurions obtenu un complexe
géométrique invalide selon la définition habituelle [1]. La possibilité de combiner
des informations géométriques et non géométriques de maniére uniforme est un

des avantages principaux de notre cadre de travail.

Remarquez que nous avons aussi fait quelques expérimentations pour simuler
une feuille de papier. Nous avons utilisé exactement le méme modele mais en
affectant des constantes de ressorts beaucoup plus élevées (ressorts plus rigides).
En utilisant le mécanisme de sélection, nous avons contraint certaines 0-cellules &
avoir certaines positions qui varient dans le temps. Encore une fois, nous avons pu
constater qu’il était trés facile de modifier un modele décrit avec des chaines afin

d’obtenir une nouvelle application.

3.2 Catmull-Clark

Dans cette section, nous allons décrire un processus trés différent de celui de la
section précédente ; encore une fois, en utilisant notre formalisme et notre interface
de programmation. Il s’agit d’une méthode de subdivision de surface récursive, soit
la méthode de Catmull-Clark [4]. Par contre, nous n’allons pas décrire le processus

avec autant de détails qu’a la section 3.1.

La méthode de Catmull-Clark débute avec un maillage arbitraire, qui peut
étre vu comme étant un 2-complexe contenant des 0-cellules, des 1-cellules et des
2-cellules. Chacune des frontieres des 2-cellules est composée de 1-cellules formant

une boucle fermée, c’est-a-dire, qui forme un cycle [9, p. 504].
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Le but de la méthode de Catmull-Clark est de calculer une surface qui fait une
approximation d’un maillage de départ. Une étape de subdivision de la méthode
permet de raffiner le maillage en ajoutant des O-cellules, des 1-cellules et des
2-cellules pour ainsi obtenir un nouveau maillage. Celui-ci peut étre & nouveau
subdivisé, jusqu’a ce que le maillage soit suffisamment fin selon les besoins de
Iapplication. Ensuite le complexe est affiché avec une géométrie semblable 4 la
classe Complex_p afin de représenter la géométrie de la surface, qui contient, nous
le rappelons, les positions des 0-cellules. L’instance de cette classe est nommée
mesh. Nous avons alors une 0-chaine mesh.chain0_p, définie sur R3, de vecteurs
7 € R? précisant les positions des 0-cellules. Nous notons cette chaine simplement

chain0_p dans cette section.

Nous expliquons brievement comment 1’on proceéde pour subdiviser un maillage
et obtenir un nouveau maillage plus fin (voir la figure 3.3). Le processus de sub-
division se déroule comme suit : nous gardons les 0-cellules du maillage courant
(anciens points) et nous ajoutons de nouvelles O-cellules (nouveauz points). A la
figure 3.3, il y a un gros carré (2-cellule) subdivisé en quatre plus petits. Les coins
du gros carré sont les anciens points. Il y a aussi des nouveaux points, classés dans
deux catégories, les points sur les faces (il y en a cinq sur la figure 3.3 dont deux
sont pointés avec des fleches) et les points sur les arétes (il y en a quatre sur la
figure dont deux sont pointés avec des fleches). Le point milieu indiqué sur la figure

3.3, sera utilisé temporairement lors d’une étape de subdivision.

Les nouveaux points sur les faces, un par 2-cellule, sont calculés en faisant
la moyenne des anciens points (coins) de chacune des 2-cellules. Ces valeurs sont

facilement calculées et emmagasinées dans une 2-chaine sur R3 :
chain2 face points = chainO_p.dim inc(+2, average, false).

Ici, nous avons utilisé la méthode dim_inc avec une dimension relative de +2, qui
emmagasine les valeurs pour chacune des 2-cellules en calculant la moyenne des

positions des 0-cellules adjacentes. Puisque op = average, 'opération Q (section
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point milieu points sur les faces

AP
points sur
les arétes
[

F1G6. 3.3 — Subdivision de Catmull-Clark.

2.5) est égale & mi v, . Le parametre is_signed est & false car considérer I'orien-
; =

tation relative n’est pas pertinent dans ce cas.

Nous devons maintenant calculer un point milieu par 1-cellule. Celui-ci est

calculé en faisant la moyenne des positions des 0-cellules qui la compose :
chainl midpoints = chainO_p.dim inc(+1, average, false);

. . s 12
ici, opération 2 est égale & 5> ;.

Chacun des points sur les arétes associés aux 1-cellules est calculé en deux
étapes. Premiérement, nous calculons la moyenne (que nous nommons «) des deux
nouveaux points sur les faces qui sont associés aux 2-cellules partageant la 1-cellule.
Ensuite nous calculons la moyenne entre « et le point milieu que nous venons de

décrire. Dans notre interface de programmation, nous calculons d’abord :

chainl_average face points =

chain2 face points.dim inc(—1, average, false);
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ensuite, nous calculons :

chainl_edge_points =

(chainl midpoints + chainl_average face points)/Chain Real(2.0).

Toutes ces chaines sont définies sur R3.

Les positions associées aux 0-cellules doivent maintenant étre mises & jour.
Nous avons besoin pour chacune des 0-cellules, du nombre de 1-cellules adjacentes.
Nous affectons d’abord & une 1-chaine sur les réels, la valeur 1.0 pour chacun des

coeflicients :
chainl one = Chain Real(1.0);

ensuite nous pouvons calculer les nombres (réels) de 1-cellules qui sont adjacentes

aux 0-cellules :
chainO nb_1cells = chainl one.dim_inc(—1, plus, false). (3.1)

Ensuite, nous avons besoin pour chacune des 0-cellules, de la moyenne des points

sur les faces des 2-cellules adjacentes :
chain0_Q = chain2 face points.dim inc(—2, average, false);
et la moyenne des points milieuz des 1-cellules adjacentes :

chainOR = chainl midpoints.dim inc(—1, average, false).

Nous pouvons maintenant mettre a jour les positions des 0-cellules, tel que

spécifié dans [4] :

chain0_pos = (chain0_Q + Chain Real(2.0) x chainO_R + chainO_pos *

(chain0nb_1cells — Chain Real(3.0)))/chain0 nb_1cells.

Apres avoir trouvé les positions des nouveauzr points et avoir mis a jour les

positions des 0-cellules, nous devons mettre & jour le maillage & partir des chaines
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que nous avons obtenues. C’est un processus assez simple, mais tout de méme
plus complexe que ce que nous avons décrit jusqu’a présent dans cette section.
Le processus est facilité par 'utilisation de chaines de p-cellules (une 1-chaine de
0-cellules et deux 1-chaines de 1-cellules), et il est résumé dans le pseudo-code®

suivant :

pour toutes les anciennes 1-cellules du complexe mesh faire

Créer une nouvelle O-cellule correspondant au point sur [’aréte.

Créer deux nouvelles 1-cellules en utilisant la nouvelle 0-cellule et deux
anciennes 0-cellules (de ancienne 1-cellule correspondant & 1'aréte).
Enregistrer la nouvelle 0-cellule dans la 1-chaine de 0O-cellules.
Enregistrer la premiére nouvelle 1-cellule dans la premiére 1-chaine de
1-cellules.

Enregistrer la deuxiéme nouvelle 1-cellule dans la deuxiéme 1-chaine de

L 1-cellules.

pour toutes les anciennes 2-cellules du complexze mesh faire

pour toutes les anciennes 1-cellules de [’ancienne 2-cellule faire
Créer une nouvelle 1-cellule, en utilisant une 0-cellule de la 1-chaine
de O-cellule et une nouvelle 0O-cellule correspondant au point sur la
face.

Créer une nouvelle 2-cellule en utilisant ces nouvelles 1-cellules et

les 1-cellules dans les 1-chaines de 1-cellules.

Un nouveau complexe mesh est maintenant composé des nouvelles cellules et
des anciennes (-cellules. L’opération de création indiquée dans le pseudo-code im-
plique seulement des affectations et des interrogations des valeurs des coefficients

(p-cellules). C’est une fagon pratique d’obtenir les 0-cellules et les 1-cellules perti-

®Le code complet est disponible [30].
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Chapitre 4

Extensions au cadre de travail

Ala premiere section de ce chapitre, nous explorons le concept de la cellule
qui pourrait représenter autre chose que la géométrie d’un systéme. Ensuite, le
mécanisme de sélection, qui permet la manipulation d’une partie d’une chaine, est
étudié a la deuxiéme section. La partie majeure de ce chapitre est & la troisieme
section. Nous allons étendre notre cadre de travail sur des chaines ayant des coef-
ficients trés particuliers, c’est-a-dire, des sous-chaines. Les chaines de sous-chaines
permettent d’associer des coefficients, non pas seulement a une cellule, mais a
deux. Les extensions & cette derniére section sont utilisées par la suite au chapitre

5 pour montrer de nouvelles applications possibles avec le cadre de travail.

4.1 Cellules généralisées

Nous sommes maintenant en position de distinguer différents niveaux de
généralité pour la partie théorique du cadre de travail, selon le niveau de structure

sur les p-cellules.

En examinant notre cadre de travail lorsqu’il est utilisé pour des applications
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qui requiérent que les cellules soient orientées', nous constatons qu’il est tres
général et qu’il peut supporter un grand nombre d’applications en modélisation
solide, en ingénierie [1, 2, 9, 12] et en infographie comme nous I’avons vu dans cette
these. En fait, ce niveau de généralité est suffisant pour supporter des applications
avec de la géométrie. D’un autre c6té, nous pensons qu’il y a d’autres applications
travaillant avec des p-cellules, sans définir opérateur boundary ou 'intersection de
cellules comme nous I'avons fait aux sections 2.1 et 2.3. Une p-cellule généralisée
de cette fagon, est simplement un regroupement de (p — 1)-cellules ayant certaines
propriétés en commun. Remarquez que ces cellules pourraient ne représenter au-
cune géométrie. Prenons par exemple la méthode de rendu décrite dans [31], qui
groupe des rayons dans une boite (bounding shaft) ; ces rayons peuvent étre vus

comme étant des 1-cellules et les boites comme étant des 2-cellules.

Les p-cellules généralisées de la sorte, pourraient plutot étre appelées des p-
grouping. Avec cette terminologie, nous pouvons reformuler les définitions du début
de la section 2.1. Un p-grouping est un ensemble fini de (p — 1)-grouping, ou les
0-grouping sont considérés comme étant les primitives. Nous notons les ensembles
de p-groupings par Sp, 0 < p < n, et nous définissons un n-complexe généralisé
K comme étant la collection d’ensembles Sy, ... ,S,. Il n’y a pas nécessairement
une relation géométrique entre les (p — 1)-groupings formant un p-grouping, mais

méme s’il n’y en a pas, il peut y avoir une relation & un autre niveau.

Si nous introduisons le concept d’orientation et ’opérateur boundary 0,, 0 <
p < n, et que nous ajoutons la contrainte que l'intersection entre deux cellules
est vide ou résulte en une cellule, et qu’en plus, nous ajoutons que chacune des
frontiéres d'un p-grouping doit former un cycle [9, page 504], alors nous obtenons
un p-grouping qui est une cellule et nous sommes dans le cas spécial de la section

2.3.

Notez que le concept de “face-coface” (et la méthode adj) a du sens, méme

1L’ opération boundary sur une cellule est alors définie.
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en l'absence de l'opérateur boundary. Nous avons encore les informations per-
mettant d’avoir les relations d’adjacence entre deux cellules du complexe. Nous
pouvons aussi utiliser la méthode dim_inc sans utiliser, par contre, ’orientation
relative. Nous répétons qu’un p-grouping peut ne pas ressembler & une cellule, mais

représenter seulement une relation topologique quelconque.

4.2 Meécanisme de sélection

Dans cette section, nous voulons effectuer un traitement sur des coefficients
associés non pas a toutes les p-cellules d'un complexe, mais seulement a certaines
d’entres elles. Autrement dit, nous voulons manipuler seulement une partie d’une

chaine.

Cela peut étre utile dans ’exemple du drapeau a la sous-section 3.1.2, ou
I'usager veut affecter des constantes d’élasticité de ressorts différentes selon les

types de ressorts (horizontaux, verticaux, de cisaillement, ou de flexion).

Pour ce faire, nous avons besoin d’une sélection que nous définissons comme
étant un vecteur de p-cellules qui sont dans le complexe K. Avec ce vecteur, que
I’on note S?, dont la longueur est [, nous pouvons accéder aux différentes p-cellules

SJP, pour j =1,...,1.

Supposons que nous ayons une chaine :

i

nous pouvons ainsi avoir une sélection sur la chaine :

I
> 95,
i=1

avec les 4; étant une séquence d’indices 41, 12,... ,4; tel que nous avons que CZ, =

s,

Comme c’est le cas avec une chaine, on peut faire une correspondance entre
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la somme formelle et un vecteur de coefficients (voir section 2.4 et [6, page 226]),

soit :

l
Zgzjsf (gilagiza--- ’gija"'agil)-
j=1

Avec une sélection sur des chaines, nous pouvons appliquer des opérations
binaires et des méthodes?, cellule par cellule, comme nous ’avons fait sur les
chaines a la sous-section 2.4.1. Nous exigeons cependant que les chaines impliquées,

le soient sur la méme sélection.

Dans l'interface de programmation, pour avoir une sélection sur une chaine, il

suffit de faire :
chainp|vect_pcells],

avec chainp comme étant une p-chaine sur le complexe K et vect_pcells étant la
sélection, soit un vecteur de p-cellules® qui sont dans le complexe K. Nous pouvons

ainsi faire, par exemple :

chainl_afvect_lcells] = chainl_ a[vect_1lcells] + chainl b[vect_icells].
Nous soulignons que cet exemple est équivalent & faire :

chainl_ a = chainl_a 4 chainl_b;

lorsque wvect_lcells[i] est égal a K.cell(i,p) pour i = 1,...,K.nb_cells(p) avec

vect_lcells[i] qui dénote la i®™® 1-cellule de la sélection vect_lcells.

Examinons le processus général lorsque nous avons une expression avec une

sélection sur des chaines, suivie de 'affectation de cette sélection sur une chaine.

211 s’agit des opérations binaires et des méthodes qui sont aussi définies sur les coefficients.

3Dans notre interface de programmation, nous avons une classe représentant un vecteur de
p-cellules, avec des méthodes permettant d’ajouter des p-cellules, de demander la longueur du

vecteur, etc.
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On note chacune des p-chaines X;, et la sélection SP, qui contient [ p-cellules. L’ex-
pression contient alors ¢ termes de la forme X;[SP]. Pour évaluer cette expression de
p-chaines avec la sélection, ’expression comportant 7 termes X;[SP[j]] est évaluée
pour j = 1,... ,1. Notez que SP[j] retourne la 5®™¢ p-cellule de la sélection S et
que X;[c] retourne le coefficient qui est associé a la cellule c. Finalement, supposons
que 'expression avec une sélection sur des p-chaines est affectée a cette sélection

sur une autre p-chaine X,. Dans ce cas, le résultat pour chacun des j = 1,...,1

est affecté au coefficient X,.[SP[j]].

Revenons & I'exemple du drapeau pour illustrer un cas pratique. Lors de la
construction de celui-ci, nous pouvons ajouter les 1-cellules qui représentent les
ressorts dans différentes sélections (vecteurs), soient :

— vectlcells_square (ressorts horizontaux et verticaux),

— vectlcells_shear (ressorts de cisaillement),

— vectlcells flex (ressorts de flexion).

Ensuite, pour affecter des constantes particulieres & chacun des types de res-

sorts, il suffit de faire :

chainl ks[vectlcells square| = Chain Real(10000.0);
chainl ks[vecticells_shear| = Chain Real(1000.0);

chainl ks[vectlcells flex| = Chain Real(100.0).

Remarquez que les chaines & droite des égalités n’ont pas de sélection. Ce n’est
pas nécessaire ici, car chacune de ces chaines retourne toujours le méme coefficient,

peu importe les cellules associées.

Le mécanisme de sélection est un ajout utile au cadre de travail pour effectuer
un traitement particulier sur une partie d’une chaine, et comme ce fut le cas dans
I'exemple du drapeau, certaines valeurs sont affectées aux coefficients associés a

une sélection de p-cellules.
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4.3 Chaines de sous-chaines

11 est difficile d’utiliser dans certains cas, les chaines pour décrire des quantités
associées aux éléments topologiques d’un objet. C’est notamment le cas avec des
moments de force dans un réseau de masses-ressorts ou nous voulons associer un
angle de position de repos pour chacune des 0-cellules adjacentes aux 2-cellules
(voir la figure 4.1). Remarquez qu’il y a de un & quatre angles par 0-cellule, ou
si I'on considere les angles par 2-cellule, il y a quatre angles par 2-cellule dans
le complexe illustré a cette figure. On ne peut donc pas représenter ces angles

simplement par une 0-chaine ou une 2-chaine de réels.

?’ = C?.adj(3,-2) = C.adj(1, —2)
/ NI N N

9i Cf

N s
UL U T

g9 Cj

N I £ [

Fi1G. 4.1 — 2-complexe avec des angles de repos.

Si par contre, nous avions un 2-complexe ot chacune des 2-cellules contenait
exactement quatre 0-cellules adjacentes (comme & la figure 4.1), nous pourrions
avoir une 2-chaine ou chacun de ses coefficients g; serait un vecteur de quatre
ieme

nombres réels. Notons g; ; le j réel du coefficient g;. Ainsi, 'angle de repos

associé a la 2-cellule Cz-2 et a la 0-cellule Ciz.adj (4, —2) est conservé dans g; j. Par
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exemple, & la figure 4.1, on voit le coefficient g; 3 qui est associé a la paire formée de
la 2-cellule C? et de la O-cellule C?.adj(3, —2). Nous avons aussi le coefficient g 1
qui est associé & la 2-cellule C7 et & la O-cellule C3.adj(1, —2). Remarquez que dans
notre exemple la 0-cellule C,g du complexe correspond & la 0-cellule Cf.adj(3, —2)

et a la O-cellule C2.adj(1, —2).

Par contre, nous savons qu’en général, une p-cellule contient un nombre variable
de (p + 0p)-cellules adjacentes. C’est pourquoi nous introduisons un tout nouveau
type de chaine : une chaine de sous-chaines*. Nous définissons une p-chaine de

(p+Jp)-sous-chaines sur un n-complexe K par un vecteur de vecteurs de coefficients
9i,j *
(91,1591,23 ---,gl,ytlip)a (92,1592,% ---,92,,,31’), “eey (ng,l,ng,Za "',ng,y‘JS\? ) (4-1)
p
avec N, = K.nb_cells(p), v?? = CP.nb_adj(dp) et i = 1,..., Np. Le coefficient g; ;
est associé & la paire de cellules C? et CP.adj(j, ép).

Cette p-chaine de (p + p)-sous-chaines® est notée (p, g)-chaine avec g = p+ dp.
Il est possible que dp soit égal & 0 ou 0. Nous permettons ainsi ¢ = p + 07, ce

qui nous donne une (p,p + 07)-chaine, avec

fp=q—p=p+0t —p=0"%,

et nous permettons aussi p = g + 0, ce qui nous donne une (¢ + 07, ¢)-chaine,

avec
fp=qg-p=q—(¢+07)=-0"
(voir la section 2.2 pour la convention que —0" = 07T).

La (p,p + 07)-chaine et la (¢ + 0T, g)-chaine sont constituées toutes les deux

de chaines de sous-chaines impliquant des cellules de méme dimension et dans les

4Dans Pexemple présenté 3 la figure 4.1, nous avons une 2-chaine de 0-sous-chaines.

SNous utilisons le terme “sous-chaines” car ce n’est pas un vecteur de coefficients sur toutes
les (p + 0p)-cellules du complexe, mais seulement sur les (p + dp)-cellules qui sont adjacentes a

Cr.

2
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deux cas dp = 0T, nous avons alors la méme représentation de chaines de sous-
chaines & la ligne 4.1 ci-dessus. Nous pouvons faire la méme remarque pour une

(p,p + 07 )-chaine et une (g + 07, g)-chaine.

Il est requis dans une (p, g)-chaine que 0 <p < mn, 0 < p+ dp < n, ou n est la

dimension du complexe. Ici 0+ 0~ < 0 et n + 0T > n.

La (p, q)-chaine peut étre vue, d’une fagon équivalente, comme étant une p-

chaine de (p + dp)-sous-chaines, avec le §'*™¢ coefficient g; associé & la cellule C?

égal 4 la sous-chaine :

(9i,1, 93,2, ---gi,ugp)a (4.2)

avec ¢ = 1,..., N. Cette facon de voir nous permet de considérer une chaine de
sous-chaines comme étant une chaine telle que vu précédemment (section 2.4),

mais avec des coefficients un peu spéciaux.

Le coefficient g; peut aussi étre écrit avec une somme formelle :

I

> gij CP-adj(j, op).

=1

Ainsi, avec une somme formelle, une (p, ¢)-chaine peut étre vue comme :
VP
> > 9ij CF-adj(j, op).
i j=1

4.3.1 Chaines de sous-chaines duales

Dans la p-chaine de (p + dp)-sous-chaines, le coefficient g; ; est associé avec la

paire de cellules® :

[CF, CF adj(j, dp)] -

5Notez que P’ordre correspondant & I'index ¢ est 'ordre de I’ajout de la p-cellule au complexe,

et que l'ordre correspondant a I'index j dépend de I’assemblage des cellules.
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Mais l'adjacence est une relation symétrique comme nous ’avons vu & la section

2.2, c’est-a-dire que pour toutes cellules b et ¢ d’un complexe K, nous avons que :
b = c.adj(i,dp) = il existe un j unique, tel que ¢ = b.adj(j, —dp).

Ainsi, pour chaque (p,p + dp)-chaine (ou de facon équivalente, une p-chaine de
(p+ 0p)-sous-chaines), il y a une (p+ dp, p)-chaine duale (ou une (p+ Jdp)-chaine de
p-sous-chaines). Encore une fois, nous répétons qu’il n’y a pas de restriction sur le
signe de dp, il faut seulement que 0 < p < n, 0 < p+dp < n, ol n est la dimension

du complexe.

Un exemple d’une (2, 0)-chaine d’entiers est illustrée a la figure 4.2. Selon I'ordre
d’ajout des cellules au complexe et 'ordre d’assemblage des cellules, la (2, 0)-chaine

pourrait étre définie par le vecteur de vecteurs suivant :
[(7,5,2,1),(4,2,3,11),(1,9,-2,2),(3,4,1,7),(1,6,2,-3),(1,10,4,3)] .

La chaine duale de cette (2,0)-chaine est une (0,2)-chaine et pourrait étre définie

par le vecteur de vecteurs suivant :

[(7),(5,4),(2,1),(9), (1,3), (2, 11,4, 1),...].

Cette chaine duale est aussi illustrée a la figure 4.2. Remarquez que les deux chaines

sont illustrées de la méme fagon.

4.3.2 Interface de programmation avec des chaines de sous-

chaines

La chaine duale d’une (p,p + dp)-chaine est unique et bien définie car, comme
nous ’avons mentionné ci-dessus, l'adjacence est une relation symétrique. Elle
dépend de V'ordre dans lequel les cellules ont été assemblées. L’algorithme pour

trouver la chaine duale est décrit & la sous-section 4.3.3.

Comme nous l'avons vu ci-dessus (équation 4.2), une sous-chaine peut étre

représentée par un vecteur de coefficients. Nous avons des sous-chaines sur R,
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F1G. 4.2 — Une (2,0)-chaine et de sa chaine duale, une (0, 2)-chaine.

R?, etc.”; c’est-a-dire des sous-chaines dont les coefficients sont de la classe Type.
Nous définissons que les opérations binaires et les méthodes qui sont définies entre
des coefficients, le seront également entre les sous-chaines sur les mémes types de
coefficient®. Nous avons également la méthode coefficient(j) (et I'opérateur [4])
sur une sous-chaine qui retourne la référence a la ™€ composante du vecteur de

coefficients (de type Type) représentant la sous-chaine.

Dans notre interface de programmation, nous avons ajouté des classes de

chaines de sous-chaines qui sont dérivées de la classe de base Chain. Nous avons

"Dans notre systéme, nous avons des chaines sur différents types de coefficient, et nous avons
les sous-chaines sur les mémes types, sauf pour les types de coefficient qui sont des sous-chaines
(voir annexe B).

8Nous appliquons les opérations binaires et les méthodes, coefficient par coefficient, comme ce
fut le cas avec les chaines (sous-section 2.4.1) de méme que pour une sélection sur des chaines

(sous-section 2.4.1).
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des chaines de sous-chaines de R, R?, R?, nommées? Chain2_Real, Chain2_Real2,
Chain2_Real3 (voir 'annexe B pour plus de détails). Notez que le programmeur
peut ajouter facilement des chaines de sous-chaines d’un autre type Type, qu’il

nommera Chain2_Type. Une classe typique Chain2_Type a le constructeur suivant :

- Chain2_Type(int p, int q, Complex complez_K). Constructeur pour une
(p, q)-chaine dont les coefficients sont de la classe Type. Requiert les
parametres d’entrées p, ¢, et compler_K (de la classe Complez), le

complexe sur lequel la (p, ¢)-chaine est définie.

Nous pouvons accéder & un coefficient g;; associé¢ & la paire de cellules
CP et CP.adj(j,6p), d'une p-chaine de (p + dp)-sous-chaines, soit chainpg avec
chainpg. coefficient (). coefficient(j), ou plus simplement, avec chainpg[i][j]. Ceci
est dii au fait que premiérement, chainpq est une p-chaine, alors coefficient (i)
est défini et retourne la référence a la sous-chaine g;. Deuxiémement, la méthode
coefficient(j) que nous avons défini ci-dessus, retourne la référence 4 la 7™ com-
posante du vecteur (équation 4.2) la représentant, c’est-a-dire g; ;. Nous pouvons
aussi remplacer ¢ par CZP avec le méme résultat, car l'opérateur “[ |” et la méthode
coefficient sont définis sur une p-chaine, que ce soit une cellule ou un entier comme

parametre d’entrée (section 2.4). Notez que dans les deux cas, avec notre implan-

tation, nous avons acces & g; j en O(1).

Afin d’accéder & un coefficient g; ; avec une paire de cellules, nous utilisons la

méthode coefficient de Chain2_Type, définie comme suit :

- Type& coefficient(Cell cp, Cell cq). Retourne la référence sur le coefficient
(de la classe T'ype) associé a la paire de cellules cp et cq de la (p,q)-
chaine qui invoque la méthode. Les cellules cp et cq, sont respectivement

de dimension p et g et doivent étre adjacentes.

L’implantation de la méthode effectue une recherche pour trouver le j tel que :

cp.adj(j,q — p) = cq. Ensuite elle retourne le coefficient chainpq[cp][j]. Celle-ci est

9Le nom Chain2_... est une abréviation pour Chain_of_subchains_. ...
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de 'ordre du nombre de cellules adjacentes.

Dans le but de manipuler les chaines de sous-chaines, comme nous le ferons
par exemple dans le chapitre 5, nous allons définir des opérations et des méthodes

sur celles-ci.

Nous définissons que les opérations binaires et méthodes définies entre les coef-
ficients, le sont également entre les sous-chaines sur les mémes types de coefficient.
Chacune des sous-chaines sur un certain type de coefficient étant un nouveau type
de coefficient pour une chaine, les opérations binaires et les méthodes définies sur
des sous-chaines sur certains types de coefficient, le seront également sur les chaines

de sous-chaines sur les mémes types de coefficient.

En fait, nous ne faisons qu’appliquer la définition d’une opération binaire ou
d’une méthode sur une chaine (sous-section 2.4.1) dont les coefficients sont dans

notre cas, des sous-chaines.

C’est le cas par exemple de l'opérateur binaire “4”, qui est défini entre des
coefficients de type réel (de la classe Real) et qui par conséquent, le sera aussi
entre deux g-sous-chaines sur les réels (addition des coefficients, cellule par cel-
lule). Nous avons ensuite que 'opérateur binaire “+” sera aussi défini entre deux
p-chaines de g-sous-chaines sur les réels (encore 14, addition des coefficients, cellule
par cellule, les coefficients étant des sous-chaines). Ainsi lors de ’addition de deux
(p, g)-chaines de réels, il en résultera une (p,q)-chaine de réels. Pour chacune des
paires C? et C?.adj(j,6p) du complexe (§p = g — p), nous avons deux coefficients
(réels) associés dans les deux (p, ¢)-chaines, la somme de ceux-ci est emmagasinée
dans la chaine résultante & la méme paire de cellules. Voici un exemple dans I’in-
terface de programmation de deux (2, 0)-chaines chain20_a et chain20_b qui sont

additionnées et dont le résultat est conservé dans la (2,0)-chaine chain20_c :

chain20_c¢c = chain20_a + chain20_b.

Notez que nous utilisons comme convention pour étiqueter une (p, g)-chaine
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¢

comme étant chainpg_nom, la partie “_nom” étant optionnelle.

4.3.3 La méthode transpose

Supposons une (2,0)-chaine chain20 (comme P'exemple & la figure 4.1) ; nous
avons aussi une chaine duale (0,2)-chaine chain02. Les deux chaines de sous-
chaines ont exactement le méme nombre de coefficients mais la premiére chaine
est une 2-chaine de 0-sous-chaines, tandis que la deuxiéme est une 0-chaine de
2-sous-chaines. Autrement dit, la premiére chaine est organisée en fonction des 2-
cellules du complexe et la deuxiéme, en fonction des 0-cellules. On peut faire une
conversion entre les deux chaines de sous-chaines avec la méthode transpose. C’est-
a-dire que chain02 = chain20.transpose(). En généralisant, nous avons qu’une
(p, g)-chaine peut aussi étre conservée dans une (g,p)-chaine (chaine duale) en
utilisant la méthode transpose. La méthode transpose est définie dans les classes

Chain2_Type (voir annexe B) :

- Chain2_Type transpose(). Retourne la (g,p)-chaine duale (de la classe
Chain2_Type) a partir de la (p, ¢)-chaine qui invoque la méthode.

Avant de définir I'algorithme de transpose, rappelons la propriété vue a la

section 2.2, que pour toutes cellules b et ¢ d’'un complexe K, nous avons :

b = c.adj(i,dp) = il existe un j unique tel que ¢ = b.adj(j, —dp). (4.3)

En utilisant cette propriété, nous pouvons définir 1’algorithme qui est utilisé
lorsque la méthode transpose est appliquée a une (p, g)-chaine chainpq qui retourne

la (g, p)-chaine duale chaingp :
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op=q—p;

pour toutes les cellules C] du compleze K faire

pour j=1 ¢ C/.nb_adj(—dp) faire

& « Cl.adj(j, —0p) ;

k < cP.identifier() // identifier trouve k tel que C} = ¢ ;
trouver [ tel que

Cr.adj(l,6p) = C} /] d’aprés la propriété 4.3 ci-dessus ;

chaingpli][j] < chainpq[k][l] ;

Notez que ce qu’il y a a l'intérieur des deux boucles imbriquées, peut simple-

ment étre la premiére ligne et chaingp[i][j] < chainpq.coefficient(c?, C}).

Nous avons la propriété qu’en appliquant la méthode transpose deux fois sur

une (p, q)-chaine chainpg, nous obtenons une chaine équivalente. C’est-a-dire que :

chainpq = chainpq.transpose().transpose().

Nous avons des exemples d’utilisation de la méthode transpose a la prochaine

sous-section.

4.3.4 D’autres méthodes sur un ensemble de coefficients

Les méthodes et les opérations binaires sur des p-chaines que nous avons
présentées en exemples jusqu’ici, retournaient une p-chaine'®. Nous pouvons aussi
envisager des méthodes qui retournent une seule valeur plutét qu’une chaine.
Définissons par exemple la méthode sum qui retourne la somme de tous les co-
efficients d’une chaine de R", pour n > 1. Cette méthode peut étre utilisée par

exemple pour savoir la position moyenne des 0-cellules d’un complexe K de la classe

107¢i il est question des méthodes et des opérations binaires dans une expression de chaines. II

ne s’agit pas de la méthode coefficient.
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Complez_p (voir section 2.6). 11 suffit d’effectuer : K.chain_p.sum()/K.nb_cells(0).
Nous pourrions aussi définir la méthode mult qui retourne le produit de tous les
coefficients d’une chaine de R", pour n > 1. Toutes les méthodes appliquées sur
une chaine et qui retournent une valeur (par exemple add et mult) sont aussi

définies sur une sous-chaine.

Dans le contexte d’'une p-chaine de g-sous-chaines, nous avons que la méthode
sum (ou la méthode mult) est appliquée & chacune des sous-chaines de dimension
q (cellule par cellule, voir la sous-section 2.4.1). Il en résulte alors une p-chaine.
Chacun des coefficients g; de cette p-chaine est égal a la somme des coefficients g; ;,
pour j allant de 1 & C?.nb_adj(ép). En d’autres termes, tous les coefficients associés
a une cellule C’f’ d’une (p, q)-chaine sont additionnés pour produire un coefficient
gi d’'une p-chaine. Un exemple est illustré a la figure 4.3, qui montre 1’application
de la méthode sum sur une (2,0)-chaine, pour résulter en une 2-chaine. Chacun
des coefficients de la (2,0)-chaine est indiqué entre deux fleches droites pointant
I'une vers I'autre qui originent de la paire de cellules (une 2-cellule et une 0-cellule)
impliquée. Les fleches courbes, quant a elles, indiquent comment les coefficients de

la 2-chaine sont obtenus des coefficients de la (2,0)-chaine.

On remarque que cette opération sur une chaine de sous-chaines est tres proche
de la méthode dim_inc. En fait, nous verrons a la section 4.3.6 que ’on peut utiliser
la méthode sum sur une (p, g)-chaine pour faire I’équivalent de la méthode dim_inc

avec comme opération plus.

Une suite d’opérations qui produit une g-chaine chaing a partir d’une (p, q)-
chaine chainpq est d’appliquer la méthode transpose sur celle-ci, et d’ensuite
appliquer par exemple la méthode sum sur la (g,p)-chaine résultante. Soit :
chaing = chainpg.transpose().sum(). A la figure 4.2, nous avons au départ une
(2,0)-chaine. Nous appliquons la méthode transpose sur celle-ci pour obtenir la
(0,2)-chaine de départ & la figure 4.4 sur laquelle on applique la méthode sum

pour obtenir une 0-chaine. Remarquez que les illustrations de la (2,0)-chaine et
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F1G. 4.3 — Méthode sum appliquée sur une (2, 0)-chaine qui résulte en une 2-chaine.

de la (0, 2)-chaine aux figures 4.2 et 4.4 sont identiques car la méthode transpose

ne modifie pas notre illustration d’une chaine de sous-chaines.

Nous avons pris la méthode sum en exemple, mais nous pourrions aussi définir
la méthode mult qui effectue un produit entre les coefficients, ou alors toute
méthode qui effectue une opération commutative entre les coefficients afin de pro-

duire une seule valeur. Nous notons ce genre d’opération W.

4.3.5 Orientation dans une chaine de sous-chaines

Il peut étre utile de conserver, plutot que de calculer & chaque fois, I'orientation
relative (section 2.3) entre les p-cellules d’un complexe et ses faces. Nous pouvons
emmagasiner ces orientations relatives dans une (p,p — 1)-chaine d’entiers ou de
réels. Pour faire cela, les valeurs C?.orientation(C?.adj(j, —1)) sont affectées &
chacun des coefficients g; ;. Nous avons ajouté une méthode a la classe Complex

afin de produire une (p,p — 1)-chaine d’orientations relatives, soit :
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F1G. 4.4 — Méthode sum appliquée sur une (0, 2)-chaine qui résulte en une 0-chaine.

- Chain2_Real orientation(int p). Retourne la (p,p — 1)-chaine d’orientations

relatives.

Nous verrons aussi que cette (p,p — 1)-chaine d’orientations relatives est utile

pour la manipulation de chaines de sous-chaines.

4.3.6 La méthode out et la méthode n

Nous introduisons la méthode out qui produit une (p,q)-chaine chainpg a

partir d’une p-chaine. Etant donné en entrée une p-chaine chainp et 0p, les va-

leurs g; de la p-chaine sont affectées aux coefficients g; ; de la (p, ¢)-chaine, avec

j=1,..,

cela :

CP .nb_adj(Sp) et ¢ = p + dp. Voici donc I'algorithme qui est utilisé pour
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pour toutes les cellules C* du compleze K faire
pour j=1 & C’.nb_adj(dp) faire
| chainpq[i][j] < chainp[i] ;

Dans notre interface de programmation nous avons la méthode out qui est

valide dans les classes Chain_Type :

- Chain2_Type out(int delta_p, Boolean is_signed). Retourne une (p,p + dp)-
chaine (de la classe Chain2_Type) & partir de la p-chaine qui invoque
la méthode. L’orientation relative est considérée lorsque is_signed est a

true (true est la valeur par défaut) et dp est spécifié par 'entier delta_p.

Lorsque ’on tient compte de l'orientation relative (valide seulement lorsque
dp est égal & +1 ou —1), la (p,p + Op)-chaine est multipliée par la (p,p — 1)-
chaine K.orientation(p) d’orientations relatives (lorsque dp est égal & —1) ou est
multipliée par la (p + 1, p)-chaine K.orientation(p+ 1) d’orientations relatives sur

laquelle on a d’abord appliqué la méthode transpose (lorsque dp est égal a +1).

Un exemple de application de la méthode out(—2, false) sur une 2-chaine est

illustré a la figure 4.5.

Nous introduisons aussi la méthode in qui produit une (p + dp,p)-chaine
chaingp & partir d’une p-chaine chainp. La méthode transpose est appliquée
sur la p-chaine sur laquelle la méthode out(dp, is_signed) est appliquée, soit :
chaingp = chainp.out(dp,is_signed).transpose(), avec is_signed qui est égal a
true ou false. Dans notre interface de programmation nous avons la méthode in

qui est valide dans les classes Chain_Type :

- Chain2_Type in(int delta_p, Boolean is_signed). Retourne une (p + dp,p)-
chaine (de la classe Chain2_Type) & partir de la p-chaine qui invoque la

méthode. L’orientation relative est considérée lorsque is_signed est égal a
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Fic. 4.5 — A partir d’'une 2-chaine, on définit une (2,0)-chaine en effectuant

out(—2, false).
true (true est la valeur par défaut) et dp est spécifié par 'entier delta_p.

Rappelons que la méthode transpose ne modifie pas I'illustration d’une chaine
de sous-chaines, ainsi nous avons a la figure 4.5 qu’en appliquant la méthode
in(—2, false) sur une 2-chaine, nous obtenons la méme illustration qu’en appli-
quant la méthode out(—2, false) sur cette méme 2-chaine. Par contre avec la
méthode in, le résultat est une (0,2)-chaine, tandis qu’avec la méthode out, le

résultat est une (2,0)-chaine.

Un exemple de I'application de la méthode in(+1, false) sur une 1-chaine
est illustré a la figure 4.6. Puisque les illustrations de chaines de sous-chaines ne
sont pas modifiées par la méthode transpose, nous avons exactement la méme
illustration & la figure 4.6 si nous appliquons la méthode out(+1, false) sur la
1-chaine. Avec la méthode in le résultat est une (2,1)-chaine, tandis qu’avec la

méthode out, le résultat est une (1, 2)-chaine.

Reprenons 'exemple précédent mais en tenant compte de l'orientation des
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Fic. 4.6 — A partir d’'une 1-chaine, on définit une (2,1)-chaine en effectuant

in(+1, false).

cellules. Cet exemple est illustré avec les orientations absolues dans le but de
schématiser les orientations & la figure 4.7. Rappelons, par contre, que notre
systeme fonctionne avec des orientations relatives. On remarque que certains coef-
ficients de la (2, 1)-chaine changent de signe lorsqu’ils sont affectés d’un coefficient
de la 1-chaine, car pour chacun de ces cas, la paire de 2-cellule et de 1-cellule

impliquée, a une orientation relative de —1.

Les méthodes in et out sont utiles dans le cas ou ’on veut faire des opérations
binaires ou appliquer des méthodes entre des chaines et des chaines de sous-chaines.
Par exemple, nous voudrions additionner les coefficients associés a une 2-cellule
d’une (2,1)-chaine chain2! avec le coefficient associé & cette 2-cellule dans une
2-chaine chain?2 et ce, pour toutes les 2-cellules du complexe (il en résultera une
(2,1)-chaine). Ceci est fait comme suit : chain2l + chain2.out(—1, false). Nous
verrons dans les exemples d’applications avec des chaines de sous-chaines, que nous

effectuons régulierement ce genre d’opération.
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2 3

FIG. 4.7 — A partir d’une 1-chaine, on définit une (2, 1)-chaine en tenant compte

de lorientation relative.

Voici quelques exemples pour illustrer des opérations valides comportant des
chaines de sous-chaines et des chaines : soit une 0-chaine chain0, une 2-chaine

chain2, une (2,0)-chaine chain20 et une (0, 2)-chaine chain02,

chain20 = chain2.out(—2, false);

chain20 = (chain2.in(—2, false)).transpose(); // équivalent a la
// ligne précédente.

chain20 = chain20 + chain2.out(—2, false);

chain20 = chain0.in(+2, false);

chain02 = chain2.in(—2, false).

Nous avons les équivalences suivantes reliant la méthode dim_inc et la méthode

n :

chainp.dim_inc(dp, plus, false) = chainp.in(dp, false).sum()
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et
chainp.dim_inc(0p, plus, true) = chainp.in(dp, true).sum().

Cette derniére propriété est valide seulement pour un dp égal & 1 ou -1.

Nous avons des propriétés semblables pour les opérations 2 de dim_inc, telles

que mult, average et geom_mean.

Ces propriétés indiquent qu’avec ces nouvelles méthodes (in,sum,...), qui sont
essentielles dans un contexte de chaines de sous-chaines, on effectue 1’équivalent

de dim_inc sur des p-chaines.

Avec la méthode dim_inc, nous sommes limités aux opérations commutatives
Q qui ont été programmées dans la méthode dim_inc. Avec la méthode in, des
opérations commutatives'!’ ¥ sur les coefficients d’une chaine (voir sous-section
4.3.4) peuvent étre ajoutées, sans avoir & modifier la méthode in. Un autre avantage
encore plus important, c’est qu’avec les chaines de sous-chaines, nous ne sommes
pas limités & effectuer une seule opération commutative : nous pouvons faire des
manipulations intermédiaires entre I’application de la méthode in et ’application
de I'opération ¥. Par exemple, nous pourrions mettre & zéro les coefficients négatifs
d’une chaine de sous-chaines avant d’effectuer une opération commutative ¥ afin
d’obtenir une p-chaine. Cet exemple est développé dans la modélisation de Dair et

de la fumée & la section 5.2.

Il demeure néanmoins que nous voulons conserver la méthode dim_inc pour sa
facilité d’utilisation et sa concision. Elle est aussi plus rapide, car elle n’a pas a

faire une allocation temporaire d’espace mémoire d’une chaine de sous-chaines.

"Par exemple, les méthodes sum, mult, etc. sont des opérations commutatives V.
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4.3.7 La méthode dim_inc appliquée sur une chaine de sous-

chalines

Nous avons vu qu’il est possible d’utiliser les (p, g)-chaines afin de définir la
méthode dim_inc sur une p-chaine. Par contre, nous n’avons pas défini la signifi-

cation de la méthode dim_inc sur une (p, ¢)-chaine.

Nous avons démontré que la méthode dim_inc est tres utile dans un systéme
avec des p-chaines, et il en est certainement ainsi avec des (p,q)-chaines. Nous
utilisons cela dans l’exemple des moments de force dans un réseau de masses-

ressorts (sous-section 5.1).

Notez que nous n’avons pas trouvé de signification & la méthode dim_inc sur une
chaine de sous-chaines en appliquant I'opération €2 entre les sous-chaines, car les
vecteurs les représentant peuvent avoir des longueurs différentes. Nous avons quand
méme défini la méthode dim_inc sur une chaine de sous-chaines, en appliquant
celle-ci, aux coefficients de la chaine, c’est-a-dire aux sous-chaines, comme c’est
le cas pour les autres méthodes et opérations binaires (sous-section 2.4.1). Nous
devons alors définir la signification de dim_inc sur une sous-chaine. Attention ici,
nous n’appliquons pas la méthode dim_inc sur la p-chaine, mais bien sur chacune

des g-sous-chaines.

Lorsque I'on applique dim_inc(dp) & une p-chaine sur des coefficients primitifs,
il en résulte une (p + dp)-chaine. Il en sera de méme pour les sous-chaines. Ainsi,
lorsque 'on applique dim_inc(dq) sur une g-sous-chaine, il en résulte une (g + dq)-

sous-chaine.

Nous définissons que lorsque l'on applique la méthode dim_inc(dg) sur une
(p, g)-chaine chainpq, il en résulte une (p, g + dq)-chaine chainpgs qui est calculée

comme suit!? :

21 calcul de chacune des (g + dq)-sous-chaines associées  la cellule C? est a lintérieur de la

premiere boucle.
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0p < q—p;

dp2 <~ q+dq—p; /] (= dp+dq) ;

pour toutes les cellules C* du compleze K faire

pour j=1 & C’.nb_adj(dp;) faire

1% « CP.adj(j, 6p2) ;

S < C?.adj(3p) N 1% .adj(—dq);

chainpgs.coefficient(C?). coefficient(j) <+
inelngthchainpq.coeﬂicient(Cf, S[k]);

Notez que les cellules dans le vecteur S sont de dimension ¢. Notez aussi que cet
algorithme utilise I'intersection I entre deux vecteurs v; et vy de cellules, celle-ci

étant définie comme suit :

v1 Mwg. Seules les cellules qui sont dans v; et dans vy sont dans le vecteur
résultant. L’ordre des cellules dans le vecteur résultant n’a pas d’impor-

tance ici.

Lorsque nous tenons compte de I'orientation relative (il faut que dq soit de +1

ou —1), la derniére ligne de 1’algorithme est plutot :

chainpq2.coefficient(C?). coefficient(s) <

Q;jielngtha chainpgq.coefficient(C?, S[k])

avec o étant l'orientation relative entre S[k] et ¢4+,

Nous imposons aussi certaines conditions & la (p, g)-chaine (¢ = p + dp) et a
oq :

1. 0 < g+ dq < n,oun est la dimension du complexe,

2. dp et dg ne sont pas égaux 4 0" ouda 0,

3. ¢+ dg — p n’est pas égal a 0.




79

Ilustrons cet algorithme par un exemple 4 la figure 4.8. Nous avons une (2, 1)-
chaine de départ chain2l et nous appliquons la méthode dim_inc(—1, plus, false).
Les parameétres d’entrée de dim_inc indiquent que 1’opération ) entre les co-
efficients est l’addition et que l'on ne tient pas compte de lorientation re-
lative. Il en résulte une (2,0)-chaine chain20, c’est-a-dire que : chain20 =

chain2l.dim_inc(—1, plus, false).

Pour ce faire, il faut appliquer la méthode dim_inc sur chacune des 1-sous-
chaines qui résultera en des 0-sous-chaines. Chacune de ces 1-sous-chaines est
définie & I'intérieur d’une 2-cellule (car nous avons une (2, 1)-chaine). Il en résultera
des 0-sous-chaines qui sont aussi définies & I'intérieur d’une 2-cellule (car le résultat
est une (2,0)-chaine). L’addition des coefficients pour chacune des 0-sous-chaines
ne se fera qu’avec les coefficients de la 1-sous-chaine & lintérieur d’une méme

2-cellule.

Autrement dit, pour chacune des 2-cellules du complexe, nous considérons les
0-cellules et les 1-cellules adjacentes a la 2-cellule. Ensuite, nous additionnons les
coefficients associés aux 1-cellules qui sont adjacentes & chacune des 0-cellules et
nous emmagasinons le résultat dans le coefficient associé & la 2-cellule et & la

0-cellule.

\ /\¢/\ /\¢/\ ¥
4+2:»g % /24+1>=3 1<+3< % }+§—3
< L Shld 1
+i= 7 7+1=8 | 3+8=11 8 8+2=10

./ vT\/ \./ \/T\/ \.

F1G. 4.8 — La méthode dim_inc(—1, plus, false) est appliquée & une (2, 1)-chaine

et retourne une (2, 0)-chaine.
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Un autre exemple est illustré & la figure 4.9. Nous avons une (0, 1)-chaine de
départ et nous appliquons la méthode dim_inc(+1, plus, false). Les paramétres
d’entrée de dim_inc indiquent que 'opération €2 entre les coefficients est I’'addition
et que l'on ne tient pas compte de l'orientation relative. Il en résulte une (0, 2)-
chaine. Les calculs de dim_inc se font comme suit : nous avons que pour chacune des
0-cellules du complexe, nous considérons les 1-cellules et les 2-cellules adjacentes &
la O-cellule. Ensuite, nous additionnons les coefficients associés aux 1-cellules qui
sont adjacentes a chacune des 0-cellules et nous emmagasinons le résultat dans le

coeflicient associé a la O-cellule et & la 2-cellule.

.—»8)4— —><1<—.—>3-<— _,(14_
é\_Z;S:lO 1+2=\3/§\%4+4=6 1+2§E¢2
! N /O

/21/ N N

o<

i 1=5 7+3=10 |3 3+8=11 5+6=11
Z NI SN 7 SRR N

F1a. 4.9 — La méthode dim_inc(+1, plus, false) est appliquée & une (0, 1)-chaine

et retourne une (0, 2)-chaine.



Chapitre 5

Exemples de systemes avec les

extensions

Dans ce chapitre, nous allons utiliser les extensions au modele de chaines pro-
posées a la section 4.3 afin d’élaborer de nouveaux exemples. Dans un premier
temps, nous allons illustrer comment nous pouvons calculer des moments de force
dans un réseau de masses-ressorts. Il peut étre intéressant de spécifier un angle de
repos dans un réseau de masses-ressorts, au lieu d’ajouter des ressorts, comme ce
fut le cas dans 'exemple du drapeau (ressorts diagonaux, sous-section 3.1.2). Dans
un deuxieme temps, nous allons développer un systéme modélisant un fluide et le

déplacement de particules dans celui-ci.

5.1 Réseau de masses-ressorts avec des moments de

force

Dans cette section, nous allons ajouter des moments de force dans le réseau de
masses-ressorts de la section 3.1.1. Nous définissons des 2-cellules sur le complexe

pour ensuite spécifier des angles de repos a chacune des paires de cellules 2-cellule,
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0-cellule (la O-cellule et la 2-cellule doivent étre adjacentes). Ces quantités sont

conservées dans une (2, 0)-chaine.

Un usager, apres avoir construit un objet géométrique en trois dimensions,
voudrait que son objet (complexe cellulaire) puisse étre immergé dans un environ-
nement physique avec des forces (gravité, entre autres), de sorte qu’il rebondisse
lorsqu’il entre en collision avec un autre objet. Nous avons fait cela avec un te-
trahédre et un plan (plancher) & la sous-section 3.1.1 en spécifiant des ressorts aux
arétes. Mais si nous construisons un cube, nous devrons définir des arétes (ressorts)

supplémentaires afin que le cube garde approximativement sa forme.

En ajoutant des moments de force, nous n’avons pas pour le cube & ajouter
des arétes. En affectant tous les angles de repos a 7/2, le cube gardera approxi-
mativement sa forme. Nous pouvons utiliser, pour plusieurs formes d’objets, des
moments de force, sans avoir a spécifier de nouvelles arétes, et obtenir des résultats
satisfaisants [30]. Il existe un systéme [32] avec des particules orientées qui utilise
ce principe. Les objets dans ce systéme peuvent, par contre, se séparer en plusieurs

morceaux (changement dans la topologie), ce qui n’est pas notre cas.

Voyons d’abord le concept de moment de force (torque en anglais).

5.1.1 Moment de force

A la figure 5.1, nous avons trois masses reliées par deux ressorts. Un moment
de force T (le vecteur sort de la page) est produit au point de pivot sur la masse my
lorsque le systéme n’est pas en position de repos (la position de repos est indiquée
en pointillé sur la figure). Nous avons la relation suivante [33, page 303] avec le

moment de force T :
T=7xF (5.1)

ou “x” est un produit vectoriel dans un systéme droitier et 7 est la différence

de positions entre la masse mq et la masse mg et ou le vecteur F est la force
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appliqué sur la masse m1. Cette formule est habituellement utilisée afin de calculer
le moment de force T' lorsqu’une force F est appliquée sur la masse mi. Nous
calculerons plutot le moment de force T (lorsque le systéme n’est pas au repos) et

nous en déduirons la force F.

Fi1G. 5.1 — Moment de force calculé a partir de la différence entre ’angle 6 et ’angle

de repos 6,.

Le moment 7T est orthogonal au plan P défini par les positions des trois masses

(nous supposons qu’elles ne sont pas colinéaires). Soit :

X

!

: (5.2)

Up =

N1

X

=3

avec 1! étant la différence de positions entre la masse ms et la masse mg. Ainsi, 7,

est unitaire et orthogonal au plan P.

Avec (“-” désigne le produit scalaire entre deux vecteurs) :

! 7o
|rf| (m w) 3

(@ est I’angle formé par les deux ressorts) nous faisons I’hypothése que le moment

cosf =

S
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de force est donné par :

-

T = 0y, [kq(cos @ — cos b,)], (5.4)

ou 6, est ’angle lorsque le systéme est au repos et k, est la constante de moment de
force (pour un cos #—cos 6, donné, plus la constante k, est grande, plus ’amplitude

du moment de force sera grande). Nous avons alors :

IT| = |kq(cos — cos 6,)].

Normalement, il y a plusieurs vecteurs F surle plan P qui satisfont I’équation
5.1. Nous choisissons celui qui est orthogonal a 7. Etant donné cela, nous avons la

relation suivante :
|T| = || F|

ou

= |7
1Fl ="
|71

Nous avons alors :

-

T x
|7

Avec T et 7, nous pouvons ainsi déduire la force F' & la masse mi. A la masse

F=__T (5.5)

mg, nous appliquons la méme formule mais avec et F'. Lorsque la norme de 7
diminue, la norme de la force F augmente. Ainsi, la norme de la force F' indiquée
a la figure 5.1 est plus grande que la norme de F car 1a norme de 77 est plus petite

que la norme de 7.

Dans un systéme, la somme de toutes les forces doit étre égale & zéro. Dans
— —
notre systéme, nous appliquons alors les forces —F' et —F" sur la masse my. Ainsi,
-
nous remarquons a la figure 5.1 que pour un moment de force 71" nous obtenons

quatre forces (ﬁ, _F,F', —F ) dont la somme est égale & zéro.
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Il faudra propager ces quatre forces dans un réseau de masses-ressorts pour
un moment de force a chacune des paires de cellules 2-cellule, 0-cellule, qui sont
adjacentes. Les moments de force sont emmagasinés dans une (2,0)-chaine. Heu-
reusement, nous avons les méthodes sur les chaines de sous-chaines afin de faciliter
la description de la propagation de toutes ces forces qui résultent des moments de

force. Ceci est détaillé & la sous-section 5.1.3.

5.1.2 Construction du complexe

Jusqu’a présent dans la thése, les exemples définis avec des chaines ne
nécessitaient pas des orientations de cellules particuliéres. Nous supposions qu’il y
avait une seule (p — 2)-cellule entre deux (p — 1)-cellules ajoutées successivement &
une p-cellule afin que le systéme puisse calculer les orientations relatives. Avec les
complexes respectant cela, les expressions avec des chaines utilisant 1’orientation

relative étaient toujours valides.

Dans notre exemple qui calcule des moments de force, nous avons besoin d’un
vecteur orthogonal au plan P, soit ¥, défini & la sous-section précédente. Ce vecteur
doit étre orienté de fagon cohérente. Pour étre plus précis, nous exigeons que
les 2-cellules du complexe soient orientées de fagon cohérente [1, section 3.3] :
pour toutes les paires de 2-cellules C7, C7, partageant une 1-cellule Cy, celles-ci
doivent avoir une orientation relative inverse avec la 1-cellule. C’est-a-dire que :

C?.orientation(C}) = —Cf.orientation(C’;).

Nous avons un exemple d’un complexe illustré a la figure 5.2 qui possede cette
propriété. Pour avoir toutes les 2-cellules orientées de facon cohérente, il s’agit
de porter attention & la premiére 1-cellule que 'on ajoute a celles-ci lors de son
assemblage, car c’est la premiére 1-cellule ajoutée qui détermine I'orientation de la
2-cellule. Dans notre complexe  la figure 5.2, les premiéres 1-cellules ajoutées aux
2-cellules C’i2 sont les 1-cellules Cil. (Nous ne suggérons pas ici que nous pouvons

satisfaire cette propriété pour tous les complexes : on ne peut pas satisfaire cette
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propriété avec une bande de Mobius par exemple.)

. o c G .
~t -t
o c: c
{ - >t ~$
L L - !

Fi1Gc. 5.2 — Exemple d’un 2-complexe dont les 2-cellules sont orientées de fagon

cohérente.

5.1.3 Moments de force avec des chaines

Notre but est de calculer une 0-chaine de somme de forces F' qui résultent des
moments de force. Nous pourrons ainsi ajouter la somme de forces F' aux autres
forces qui agissent & chacune des 0-cellules du réseau de masses-ressorts. Nous

allons procéder de la fagon suivante :

— calculer les vecteurs 7 dans la direction des 1-cellules;

calculer les cosinus des angles actuels cos 8 ;

calculer les différences entre les cosinus des angles actuels et les cosinus des
angles de repos, soit cos — cos 6, ;

~ calculer les moments de force T dans une (2,0)-chaine ;
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— calculer les sommes de forces F qui résultent des moments de force dans une
(2,1)-chaine;

— calculer les sommes de forces F qui résultent des moments de force dans une
(2,0)-chaine;

— et finalement, calculer les sommes de forces F qui résultent des moments de

force dans une 0O-chaine;

Pour ce faire, nous avons besoin des chaines suivantes :

e chain20_ka sur R (constante de moment de force k, pour chacune des paires

2-cellule, O-cellule adjacentes) ;

o chain20_vn sur R? (vecteur ¥, orthogonal au plan P pour chacune des paires

2-cellule, O-cellule adjacentes) ;

o chainl_r sur R® (vecteur 7 selon P'orientation de la 1-cellule pour chacune

des 1-cellules) ;

e chain2l_r sur R® (vecteur 7 selon I'orientation de la 1-cellule, pour chacune

des paires 2-cellule, 1-cellule adjacentes) ;

e chainl_r_norm sur R® (vecteur #: selon l'orientation de la 1-cellule, pour

chacune des 1-cellules) ;

S
r

|7

chacune des paires 2-cellule, 1-cellule adjacentes) ;

e chain2l_r_norm sur R® (vecteur selon l'orientation de la 1-cellule, pour

e chain20_cos_theta sur R (la valeur cosf pour chacune des paires 2-cellule,

0-cellule adjacentes) ;

e chain20_cos_theta_rest sur R (la valeur cosf, pour chacune des paires 2-

cellule, 0-cellule adjacentes) ;

o chain20_diff_cos_theta sur R (la valeur cos @ — cos 6, pour chacune des paires

2-cellule, O-cellule adjacentes) ;

e chain20_T sur R® (moment de force T pour chacune des paires 2-cellule, 0-

cellule adjacentes) ;
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o chain21_T sur R?® (somme des moments de force T pour chacune des paires

2-cellule, 1-cellule adjacentes) ;

o chain20_F sur R?® (somme de sommes de forces F qui résultent des moments

de force pour chacune des paires 2-cellule, 0-cellule adjacentes ) ;

e chain21_F sur R? (somme de forces F qui résultent des moments de force

pour chacune des paires 2-cellule, 1-cellule adjacentes ) ;

e chain0_F sur R® (somme totale de forces F qui résultent des moments de

force pour chacune des 0-cellules) ;

Ayant défini ces chalnes, nous pouvons maintenant décrire le processus avec

notre interface de programmation.

Dans un premier temps, nous allons calculer avec notre interface de program-
mation, la 1-chaine chainl_r qui contient le vecteur ¥ pour chacune des 1-cellules
en considérant la position! et I’orientation relative des O-cellules qui la composent.

Nous procédons comme suit :

chainl r = network.chainO p.dim inc(+1, plus, true).

Les vecteurs calculés dans R? correspondent aux vecteurs sur les 1-cellules que
I'on retrouve par exemple & la figure 5.2. Notez que les vecteurs a cette figure
servent 3 indiquer I'orientation des 1-cellules, mais les vecteurs 7 seraient illustrés

de la méme fagon.

Nous calculons aussi ces vecteurs normalisés :

chainl r norm = chainl r.normalize().

Maintenant, nous allons convertir cette 1-chaine & une (2, 1)-chaine :

chain21 r norm = chainl r norm.in(+1, true).

'Rappelons que nous avons une géométrie définie sur le réseau de masses-ressorts. En parti-

culier, nous avons la 0-chaine network.chain0_p qui indique les positions des 0-cellules.
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Cela nous permet d’avoir les vecteurs dans R® sur les 1-cellules modifiés par
l'orientation relative des 2-cellules avec chacune de ses 1-cellules. A la figure 5.3,
nous avons une illustration de la (2,1)-chaine chain21.r norm qui est définie &
partir de la 1-chaine chainl r norm du complexe de la figure 5.2. Entre chacune
des paires de fleches droites pointant I'une vers ’autre, nous avons le coefficient

[l

(le vecteur G

7 ) impliquant une paire 2-cellule, 1-cellule adjacentes.

Nous faisons de méme avec la 1-chaine chainl r, soit :

chain21 r = chainl r.in(+1, true).

L d
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F1G. 5.3 — Une (2, 1)-chaine est définie & partir de la chaine chainl r norm.

Avec la (2,1)-chaine chain21 r norm, nous pouvons calculer les cosinus des

angles 0 (équation 5.3) dans une (2,0)-chaine, comme suit :

chain20_cos_theta = —chain21 r norm.dim inc(—1,mult,false)

.sum_components().
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Sur la chaine chain21 r norm, la méthode dim_inc est appliquée afin d’obtenir
une (2,0)-chaine. L’opération Q (indiquée par le deuxiéme parametre de dim_inc,
soit mult) est la multiplication, composante par composante, et I’'on ne tient pas
compte de l'orientation relative. Ensuite la méthode sum_components est appliquée
a cette (2,0)-chaine sur R® qui résulte en une (2,0)-chaine sur R. La méthode
sum_components calcule la somme des composantes des vecteurs dans R3. Apres

“—"_ nous obtenons alors dans la (2,0)-chaine

avoir appliqué 'opération unaire
chain20_cos_theta le cosinus de ’angle # (un nombre élément de R) pour chacune
des paires 2-cellule ¢, 0-cellule ¢ adjacentes. Notez que cela est équivalent 3 faire le
produit scalaire entre les deux vecteurs % et —% dans la chaine chain21_r norm
qui sont associés & la 2-cellule ¢? et les deux 1-cellules adjacentes & la 0-cellule ¢°,
puis d’emmagasiner le résultat dans la chaine chain20_cos_theta dans le coeffi-
cient associé & la 2-cellule ¢? et la O-cellule ¢ (le processus est répété pour chacune
des paires 2-cellule, 0-cellule adjacentes). Mais nous utilisons plutét la somme des
composantes et le produit, composante par composante, car le produit scalaire ne
peut pas étre utilisé comme opération © dans la méthode dim_inc (celui-ci n’est

pas une opération commutative).

Nous calculons ensuite cos 8 — cos 6, comme suit :

chain20_diff_cos_theta = chain20_cos_theta — chain20_cos_theta_rest.

Nous voila préts a calculer la (2,0)-chaine de moments de force T :
chain20_T = chain20_vn * chain20 ka * chain20_diff cos_theta;

ce qui correspond a I’équation 5.4, de la sous-section 5.1.1.

Nous discuterons a la fin de cette sous-section sur la facon de calculer la chaine

chain20_vn qui contient les vecteurs .

Il faut maintenant propager les quatre forces qui résultent de chacun des mo-
ments de force. Mais avant cela, examinons en détail ce que nous devons faire dans

une 2-cellule, pour chacune des 1-cellules. Il y a deux 0-cellules ¢} et cJ adjacentes
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a la 1-cellule. Des moments de force fl et fz sont respectivement calculées a c(l)

et & cg. Nous avons aussi les forces ﬁl et ﬁg qui résultent des moments fl et fg.
Les forces —F) et F, devront étre appliquées & ¢ et les forces —F, et F, devront
étre appliquées a 3. Car comme nous I’avons vu & la sous-section 5.1.1, nous sous-
trayons la force résultante a la masse (0-cellule) associée au moment de force, et
nous additionnons la force résultante & autre masse. Nous le répétons ici, nous

ne considérons qu’une seule 1-cellule pour I'instant.

En posant que l'orientation relative entre la 1-cellule avec la 0-cellule ¢! est de

+1 et avec la 0-cellule ¢, de —1; voici comment nous procédons :

1. nous additionnons les moments de force fl et TQ sur la 1-cellule en tenant

compte de l'orientation relative, nous avons alors 177 — 15 ;
2. nous inversons le signe de cette somme de moments pour obtenir Ty — 717 ;

3. nous calculons la somme des forces avec cette somme de moments de force,
soit FQ — F1 3
4. nous distribuons cette somme de forces F, — F} sur les 0-cellules en tenant

compte de 'orientation relative.

Nous obtenons ainsi ce que nous voulons, soit F5 — F sur la 0-cellule c(l) et F1 — Fy

sur la O-cellule 3.

11 faut garder & I’esprit par contre, qu’une 0-cellule a deux 1-cellules adjacentes.

La somme de forces est alors distribuée pour chacune des 1-cellules adjacentes.

Afin de cumuler dans le complexe, toutes les sommes de forces a chacune des
0-cellules nous utilisons deux (2,0)-chaines et une (2, 1)-chaine. Nous allons dans
un premier temps additionner dans la (2, 1)-chaine chain21 T les moments de force
provenant de la (2,0)-chaine chain20_T (correspond & I'étape 1 et 2 ci-dessus, le

signe “—” & 1’étape 2). Ceci est fait dans notre interface de programmation comme

suit :

chain21 T = —chain20_T.dim_inc(+1, plus, true). (5.6)
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L’opération  utilisée est 1'addition et ’on tient compte de 1'orientation relative.
On illustre & la figure 5.4, sur la partie de gauche, ce que fait dans ce cas la méthode
dim_inc. Seulement une 2-cellule? du complexe est représentée avec T;, T et T},
qui sont les valeurs des moments de force T pour chacune des paires 2-cellule,

0-cellule.

Ensuite nous calculons sur chacune des 1-cellules la somme des forces qui est

produite par la somme des moments de force (étape 3, ci-dessus) :
chain21 F = (chain21_T A chain21 r norm)/chain2i r.norm().

Notez que la méthode norm retourne la 2-norme (norme euclidienne) et que
Popération “A” correspond au produit vectoriel dans notre interface de program-
mation. Cette expression avec des chaines correspond a 1’équation 5.5 de la sous-
section 5.1.1 et est représentée par les équations au centre de la figure 5.4 avec ﬁ,
fz et f_;; qui sont les sommes des forces pour chacune des paires 2-cellule, 1-cellule

et avec 71, 7o et 73 qui sont les vecteurs 7 pour chacune des 1-cellules.

Maintenant, il s’agit de convertir la (2,1)-chaine chain21 F dans la (2,0)-
chaine chain20 F. Ceci est illustré a la figure 5.4 sur la partie de droite. Avec

notre interface de programmation, il suffit de faire (correspond & I’étape 4) :
chain20_F = chain21 F.dim inc(—1,plus, true);

I'opération Q utilisée est I’addition et ’on tient compte de 'orientation relative.

Nous avons maintenant quatre forces® a chacune des paires 2-cellule, O-cellule,
qui résultent des moments de force aux paires 2-cellule, 0-cellule. Il nous faut main-
tenant cumuler les forces de la (2,0)-chaine chain20_F dans la 0-chaine chain0_F.

Autrement dit, nous cumulons, dans le coefficient associé a chacune des 0O-cellules

2Nous avons 4 la figure une 2-cellule triangulaire, mais les 2-cellules peuvent avoir plus de trois

1-cellules adjacentes.

3Quatre forces, car c’est la somme de deux sommes de deux forces.
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F1G. 5.4 — Passage d’une (2,0)-chaine de moments de force & une (2,0)-chaine de

forces.

(dans chainO_F), toutes les sommes de forces associées & chacune des paires 2-

cellule (adjacente & la 0-cellule), 0-cellule. Il suffit de faire :
chain02 F = chain20 F.transpose();

et
chainO F = chain02 F.sum();

ou simplement :

chainO_F = chain20 F.transpose().sum().

Par la suite, nous ajoutons ces forces aux 0-cellules comme les autres forces dans
le réseau de masses-ressorts a la section 3.1.1, c’est-a-dire que nous additionnons

la 0-chaine chainO_F en plus des autres forces & la chaine chain0_f, soit :

chain0_f = chain0_f _spring + chainO_f_g + chain0_f_damp + chainO_F.

Maintenant voyons comment nous calculons les vecteurs , (équation 5.2).

Nous n’avons pas trouvé de facon de définir la chaine de sous-chaines chain20_vn
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qui contient les vecteurs v, avec une expression de chaines. Nous avons di effectuer
deux boucles imbriquées. Voici donc le pseudo-code qui a été utilisé pour calculer

cette chalne de sous-chaines :

pour toutes cellules C? du compleze K faire
pour j égal 1 a C?.nb_adj(—1) faire

i + Cladj(j,-1) ;

si j = C?.nb_adj(—1) alors

| ¢« C?adj(1,-1) ;

sinon

| &b+ Cladi(j+1,-1);

0 1. ; 1y .
¢ < cj.intersection(cy) ;

chain20_vn. coefficient(C2, c°) +

chain21_r_norm.coefficient(C?, c) A
1
1

chain21_r_norm.coefficient(C?, cy) ;

Notez que la nouvelle méthode intersection de la classe Cell a en entrée une
cellule ¢, de la méme dimension que l'instance ¢] qui appelle la méthode. Elle
retourne, quand elle existe, la cellule de dimension p — 1 qui est adjacente (ou qui

est la frontiére) aux p-cellules ¢} et cb.

Méme si les 2-cellules du complexe sont orientées de fagon cohérente, en choi-
sissant I'ordre dans le produit vectoriel & la fin de cet algorithme, nous supposons

que les 1-cellules ont été ajoutées dans le sens de I'orientation des 2-cellules.

Avec ce programme utilisant notre interface de programmation, 'usager peut
ainsi construire un réseau de masses-ressorts en spécifiant le cosinus des angles de

repos* cos 6, dans la chaine chain20_theta_rest pour chacune des paires 2-cellule,

“En fait, il peut spécifier les angles 6, et calculer la chaine chain20_theta_rest.
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0-cellule adjacentes. Il peut s’éviter de spécifier les angles de repos, si le complexe
géométrique qu’il a construit est dans une configuration qui lui convient. Il suffit,
lors de l'initialisation, de calculer la chaine chain20_cos_theta et d’affecter celle-ci

a la chalne chain20_theta_rest.

5.2 Fluide

Dans cette section, nous allons discuter d’une modélisation d’un fluide avec des
particules se déplacant & l'intérieur de celui-ci. Ce modele pourrait étre utilisé par

exemple, pour la simulation d’air et de fumée.

A la section 5.1, nous avons utilisé un modele qui comporte des coefficients qui
doivent étre emmagasinés dans des chaines de sous-chaines (comme par exemple,

les moments de force).

Dans 1’exemple que nous allons élaborer dans cette section, nous avons au
départ un modele, dont la description des quantités au temps ¢ est dans une chaine
sur des coefficients primitifs (chaines comme & la section 2.4), c’est-a-dire des

chaines avec des coefficients qui ne sont pas des sous-chaines.

Pour faire évoluer ces coefficients dans le temps, nous nous sommes apercus
qu’il y avait des limitations & utiliser seulement des chaines de coefficients primi-
tifs : il était tres difficile, dans certaines situations, d’effectuer les calculs voulus.
Nous avons utilisé des chaines de sous-chaines afin de faire évoluer les chaines de

coefficients décrivant notre systéeme dans le temps.

Un autre probléme intéressant, qui est plus facile & résoudre avec des chaines de
sous-chaines, est un des sous-problémes que nous développons dans cette section.
Ce sous-probléme est le calcul de 1aire de toutes les 2-cellules triangulaires du
complexe géométrique Complex_p (que nous utilisons dans la modélisation du
fluide). C’est un petit probléme, facile & comprendre, qui est discuté & la sous-

section 5.2.2 ci-dessous.
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Pour décrire le modele plus précisément, nous avons au départ un modéle de
chaines de coefficients primitifs au temps ¢. Ensuite, des chaines de sous-chaines
sont définies & partir de celles-ci. Nous faisons ensuite évoluer ces chaines de sous-
chaines pour une tranche de temps At, pour finalement les convertir en chaines de
coefficients primitifs. Ces chaines de coefficients primitifs décrivent ainsi le systéme

au temps t + At.

Cet exemple consiste & modéliser le comportement d’un fluide et de particules se
déplacant dans celui-ci. Pour ce faire, nous allons utiliser des heuristiques. Depuis
longtemps, la physique modélise le comportement de fluides grace aux équations
de Navier-Stokes. En infographie, une forme simplifiée de ces équations et une sub-
division de ’espace de facon réguliére (voxel) et grossiére a permis de produire des
animations réalistes [16, 17] et ce, en beaucoup moins de temps que des simulations
plus précises. Lors d’une simulation en infographie, nous n’avons pas besoin que

le résultat soit tres précis, nous avons seulement besoin qu’il ait ’air réaliste.

Nous avons développé pour modéliser les fluides, des heuristiques basées sur la
physique avec une décomposition triangulaire irréguliére. Comme toutes les heuris-
tiques, elles ne sont pas parfaites, mais nous voulons démontrer qu’il est relative-
ment facile d’'implanter ces heuristiques avec notre systéme. Il est facile d’'imaginer
des comportements d’un systeme dans un complexe cellulaire quelconque, mais
faire une implantation qui calculera ces comportements est une toute autre his-
toire. Notre systeme, avec I'ajout des chaines de sous-chaines, permet de décrire

plus facilement de tels comportements.

Notez que pour modéliser les fluides dans [16, 17], ils utilisent le fait que ’espace
est subdivisé de facon réguliére et les équations sont formulées en fonction de cela.
Notre cadre de travail n’étant pas basé sur un complexe régulier, il est vrai que
I'utilisation de celui-ci est moins approprié dans ce cas, car les simplifications

proviennent du fait qu’il s’agit d’un cas treés spécial.
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5.2.1 Heuristiques pour un fluide

Nous allons décrire les heuristiques qui modélisent le comportement d’un fluide,
tel que air. Contrairement & [16, 17], nous ne supposons pas que le fluide soit in-
compressible. Cela nous évite d’utiliser un algorithme numérique itératif & chacune
des étapes de temps t. Cependant les résultats sont sans doute moins précis, mais

nous avons tout de méme obtenu des résultats tres satisfaisants [30].

Nous avons utilisé un espace a deux dimensions pour modéliser le fluide, ceci
pour limiter les temps de calcul et pour faciliter le rendu. Par contre, grace a la
formulation avec des chaines, il serait relativement facile de modéliser un fluide en
trois dimensions (et méme en quatre dimensions, comme dans [29]). Il y aurait,
entre autres, la partie concernant la position d’'une particule ou plus d’analyse
serait & effectuer (voir la sous-section 5.2.4), et aussi, la partie concernant le calcul

des vecteurs normaux aux faces (voir la sous-section 5.2.3).

Nous partons du principe que chacune des 2-cellules contient une certaine masse
de fluide ayant une vitesse moyenne. Nous utilisons le complexe géométrique Com-

plez_p pour définir la géométrie sur notre complexe®.

Nous avons alors des quantités au temps ¢ qui sont associées a chacune des
2-cellules, soient :

— la masse m;

— la vitesse moyenne 7, ;

— la pression p (p = m/s, ou s est aire de la 2-cellule géométrique).

Nous utilisons quatre principes qui définissent les quantités qui sont associées
aux 2-cellules, au temps ¢ + At :

1. une masse de fluide & une 2-cellule se déplace dans la direction de ¥,, et une

partie est transférée aux 2-cellules voisines® ;

SEn fait, I'équivalent du complexe géométrique Compler_p, mais en deux dimensions.

5Nous utilisons ici Padjectif “voisines” pour décrire que deux p-cellules ¢1 et c2 ne sont pas

seulement adjacentes, mais qu’il existe un j, tel que ¢1 = c2.adj(j,07).
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2. une autre partie de la masse de fluide & une 2-cellule se déplace vers les

2-cellules voisines qui ont moins de pression qu’elle;

3. il y a de la friction entre une masse de fluide & une 2-cellule et les masses

aux 2-cellules voisines; il y a aussi de la friction interne & une 2-cellule;

4. la direction de la vitesse moyenne v, a une 2-cellule qui touche la frontiere

de I'objet”, a tendance & suivre la frontiére.

Dans cette sous-section, nous allons définir les heuristiques seulement pour
une 2-cellule avec ses 2-cellules voisines (lorsque 1’heuristique s’applique). Dans la
prochaine sous-section (5.2.3), avec les chaines de sous-chaines, nous appliquerons

globalement les heuristiques sur tout le complexe.

Premier principe

Examinons plus en détail, le premier principe. Lorsqu’une masse de fluide dans
une 2-cellule, se déplace dans une direction ¥,, une partie de la masse quittera la
2-cellule et ira dans les 2-cellules voisines®. Pour une 2-cellule triangulaire, nous
utilisons I’heuristique suivante afin d’estimer la masse du fluide m,_o,+ qui quitte
une 2-cellule en At temps :

7| At
la

m, (5.7)

My_out =

ou I, est la longueur moyenne de la géométrie des 1-cellules qui composent la 2-
cellule. Notez que ce n’est qu’une approximation. La figure 5.5 illustre ’heuristique
que nous avons composée. En faisant I’hypothese que la masse m est distribuée
également sur la 2-cellule, il s’agit d’évaluer la proportion de la surface de la 2-
cellule qui ne sera plus dans la 2-cellule aprés un temps At. Elle aura parcouru

|Ta| AL
la

une distance ¥, At. La proportion est évaluée approximativement par et le

tout est multiplié par la masse m, pour obtenir m,_yy.

"Toutes les 1-cellules qui ont une seule 2-cellule adjacente font partie de la frontiére de I’objet.

8Une masse de fluide peut aussi se déplacer d’une 2-cellule voisine vers la 2-cellule, mais le

phénomene dans son ensemble sera traité a la prochaine sous-section.
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Fi1G. 5.5 — Une partie de la masse quitte la 2-cellule aprés un temps At.

Nous illustrons 4 la figure 5.6 comment est distribuée la masse m,_y¢ entre les

2-cellules voisines pour une 2-cellule c3.

Fi1a. 5.6 — Propagation de la masse de fluide dans la direction ¥j,.

Nous remarquons sur cette figure que, les vecteurs #,, sont orthogonaux aux
géométries des 1-cellules qui sont les frontiéres entre la cellule c et les 2-cellules c7,
i = 1,2,3. Ces vecteurs sont unitaires. Remarquez que les vecteurs ¥,,, lorsqu’ils

originent de la 1-cellule qui leur est associée, s’éloignent de la 2-cellule c2. Les
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angles o; sont définis comme étant les angles entre ¥, et les ¥, 0 < oy < 7.

Nous choisissons comme heuristique, que plus «; est petit, plus une portion de
la masse my_gy+ de fluide ira dans la 2-cellule CZZ. Plus précisément, la masse 1 _gu1;

qui est transférée & la 2-cellule c? est de :
Vo
My_out; = Max < 0, (—1_), | < U, ) My _out ¢ - (5.8)
a

Lorsque qu’une masse de fluide est transférée d’une 2-cellule & une autre 2-
cellule, il faut mettre a jour les vitesses moyennes de chacune des 2-cellules. Ainsi
dans notre exemple, la vitesse moyenne @, & la cellule ¢? demeure inchangée apres
un temps At, et les vitesses moyennes ¥,, aux autres 2-cellules c? deviennent? :

- MiVq; + My_out; Va
Uq; :
mMi + My _out;

(5.9)
avec m; étant les masses aux 2-cellules ¢? voisines de c3.

A la fin de la tranche de temps, il faut aussi mettre a jour les masses associées
aux 2-cellules. Ainsi la masse m & la 2-cellule ¢, sera de :

m < m — Z Moy_out; (5.10)

2

et les masses m; aux 2-cellules c? seront de :

My = My + My_out, - (511)

Remarquez que la sommation ) m,_oyt; est approximativement égale & my_out,
7
voila pourquoi, afin de préserver la masse totale du systéme, nous soustrayons a
. .. .
M, Y My oyt; PlUtdt que my oy Remarquez aussi qu'il faut que cette sommation
i
soit plus petite que m. Si tel n’est pas le cas, on peut entre autres diminuer la

valeur de At.

®Remarques sur la notation. La variable @,, & gauche de 1'affectation, est la vitesse moyenne,
au temps t + At, et & droite de ’affectation, au temps ¢. Il en sera de méme pour les autres
équations impliquant la méme variable des deux c6tés de l'affectation. Aussi la notation #,;, n’est
pas satisfaisante, car le 7 est un indice sur la variable 7, et non pas sur une variable a. La notation
précise devrait étre (%.);, mais nous 'avons rejetée, afin d’avoir une notation plus simple. Des

remarques similaires s’appliquent & Un;, My out; €6 Mp_out; (ce dernier étant défini plus loin).
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Deuxiéme principe

Examinons maintenant le deuxieéme principe, qui dit qu’une masse de fluide &
une 2-cellule se déplace vers les 2-cellules voisines qui ont moins de pression qu’elle.

Utilisons encore le méme exemple, en considérant qu’une partie de la masse de

fluide & une 2-cellule ¢ peut se déplacer vers les 2-cellules voisines ¢? (nous ignorons
encore pour l'instant le déplacement inverse, ceci est traité a la sous-section 5.2.3

ci-dessous).

Notez que les coefficients ¥y, U,;, m et m;, calculés & la fin de la tranche de
temps peuvent étre choisis ou non comme étant les valeurs & utiliser au début de la
tranche de temps avant d’appliquer le deuxiéme principe. Sans avoir fait beaucoup
d’expérimentations, il semble qu’en mettant & jour les coefficients immédiatement
avant d’appliquer le deuxiéme principe, nous obtenons des résultats plus satisfai-

sants.

Ala figure 5.7, nous avons respectivement des pressions (p = m/s) de 60, 75,
120 et 100, pour les 2-cellules c2, 2, c3 et c2. Les différences de pressions Ap; entre
la 2-cellule c? et les cellules c?, 1 = 1,2,3, sont respectivement de 440, +25 et
—20. Une différence positive indique que la pression est plus élevée dans la cellule

2 qu'une 2-cellule voisine, et par conséquent, une partie de la masse de fluide & la

cellule c2 se déplacera vers la 2-cellule voisine.

Nous définissons la quantité de masse de fluide mp_oys; qui quittera la 2-cellule

c? vers la 2-cellule c% en raison de la différence de pressions, comme suit :
Ap; At
Mp_out; = MAX {O, Pi m} , (5.12)
P ky

avec k, comme étant une mesure similaire & une constante de viscosité du fluide.
Plus k, est élevée, plus le fluide est visqueux et moins grande est la quantité de
fluide transférée.

2

La masse de fluide mp_oys; qui quitte la 2-cellule ci vers cj, a une vitesse

moyenne de ¥, au temps ¢t mais en quittant la 2-cellule, elle acquiert une vitesse
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F1G. 5.7 — Propagation de la masse de fluide dans les directions ol il y a moins de

pression.

0 en passant par la 1-cellule qui forme la frontiere entre la 2-cellule

supplémentaire’
ci et la 2-cellule c?. La vitesse ¥, de la masse de fluide my_gy; est calculée comme

suit :
Up; & Ug + kpn,, (5.13)

avec k;, qui est une constante pour indiquer I'influence sur la vitesse supplémentaire
qu’acquiert la masse de fluide lorsqu’elle traverse la 1-cellule frontaliere. Plus la

constante est grande, plus I'influence est grande.

Les vitesses des masses de fluide pour les 2-cellules ¢? sont donc mises & jour

comme suit :

- MiVq; + Mp_out; Up;
Ta, .

(5.14)
mi + Mp_out;

Il faut aussi mettre & jour la vitesse de la masse de fluide & la 2-cellule 2. Lors-

qu’une partie de la masse de fluide quitte une 2-cellule en raison d’une différence de

10Ceci en raison de la différence de pressions.
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pressions, nous pouvons penser que pendant son trajet, elle influencera la vitesse

v, de la masse de fluide. Nous utilisons I'heuristique suivante :

s+ X M ot B

U, — ? . 5.15
T o (5.15)
i

Il faut aussi mettre a jour les masses associées aux 2-cellules, ainsi la masse m
a la 2-cellule c3, sera de!! :
m << m — g Mp_out; (5.16)
i

et les masses m; aux 2-cellules c? seront de :

m; <= M; + Myp_out; - (517)

Troisiéme principe

Appliquons maintenant le troisitme principe. Nous recommengons au début
de la tranche de temps avec les valeurs des coefficients mises & jour par les deux
premiers principes. A cause de la friction interne, la vitesse U, de la masse de fluide

a une 2-cellule diminue avec le temps. Nous utilisons la formule suivante :
Tg <+ (1 = kpAt)d,, (5.18)

avec ky comme étant la constante de friction interne. Il faut que ky At < 1 et que

k; >0, 0 étant une friction nulle.

La vitesse d’une masse de fluide & une 2-cellule est aussi influencée par les
vitesses des masses de fluide aux 2-cellules voisines. En débutant encore au début de
la tranche de temps, nous utilisons ’heuristique suivante pour calculer la nouvelle

vitesse U, :

1 J
To < (1 — knA)T, + knAt 5 >, (5.19)

=1

"' Remarquez encore ici qu'il faut que la sommation soit plus petite que m.
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ou k, est la constante de friction entre la 2-cellule ci et les 2-cellules voisines. Plus
la constante est élevée, plus la friction est grande (la valeur est typiquement entre
0 et 1). Dans notre exemple, 7 = 3, mais en général, j est égal au nombre de

2-cellules voisines a la 2-cellule ou la vitesse ¥, est mise & jour.

Quatriéme principe

Pour le quatriéme principe, nous avons ajouté une heuristique afin que les
directions des vitesses 7, & chacune des 2-cellules qui sont en contact avec la
frontiere de I'objet, aient tendance & suivre la direction de la frontiére. Toutes les

1-cellules qui ont une seule 2-cellule adjacente font partie de la frontiére de I'objet.

Les vitesses 7, associées aux 2-cellules qui touchent une frontiére, sont corrigées

comme suit :
Ug < (1 — ky At) Uy + ky At Uy, (5.20)

ou kj est une constante réelle qui indique comment la direction de la vitesse aura
tendance & suivre la frontiére (plus elle est élevée, plus l'influence est grande). I1
faut que 0 < kAt < 1. Dans cette équation, ¥ est la projection de la vitesse ¥,

sur la frontiere. C’est-a-dire :

Up = % (ﬁa : %) ; (5.21)

ou 7 est la différence des positions des 0-cellules adjacentes & la 1-cellule.

5.2.2 Calcul d’aires de triangles

Avant d’aborder la prochaine sous-section (5.2.3) qui explique comment cal-
culer le mouvement des masses de fluide dans son ensemble, nous allons traiter
séparément un sous-probléme de cette sous-section. Car ce sous-probléme justifie

a lui seul, I'utilisation de chaines de sous-chaines.
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Cet exemple relativement simple consiste a calculer I'aire des 2-cellules trian-
gulaires du complexe géométrique C'omplex_p. Nous utilisons la formule qui suit

pour calculer 'aire s, avec a, b et ¢ étant les longueurs des cotés :

s = v/w(w — a)(w — b)(w — c) (5.22)

(5.23)

Nous commencons par calculer les longueurs a, b et ¢ de chacune des 1-cellules

géométriques dans la 1-chaine chainl I sur R, soit :
chainl L. = chainl r.norm().

Nous avons indiqué comment calculer'? la 1-chaine chaini_r & la sous-section

5.1.3.
Ensuite, nous évaluons un w (équation 5.23) pour chacun des triangles. Nous
emmagasinons donc les résultats dans une 2-chaine chain2 w sur R :
chain2 w = Chain Real(0.5) * chainl L.dim inc(+1, plus, false).
Remarquez que la méthode dim_inc fait une addition (2 = X) des longueurs de
chacune des 1-cellules, sans tenir compte de l'orientation relative.

Maintenant, pour évaluer I’équation 5.22, il faut combiner des coefficients sur
des 1-cellules (a, b, ¢), et sur des 2-cellules (w). Nous allons mettre ces coefficients
dans des (2, 1)-chaines sur R, sans tenir compte de l'orientation relative, afin de

les combiner :

chain21 L = chainl L.in(+1, false);

2chainl_r = name_comples.chain0_p.dim_inc(+1,plus,true); ol name_complez est com-

plez_fluid a la prochaine sous-section.
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et
chain21 w = chain2 w.out(—1, false).

Nous évaluons d’abord la partie (w — a)(w — b)(w — ¢) de I"équation 5.22 pour

chacun des triangles :
chain2 wL = (chain21 w — chain21 L).mult();
et finalement, ’équation 5.22 au complet :
chain2 s = (chain2 w * chain2 wlL).squareroot();

ou la méthode squareroot retourne une chaine de réels dont les coefficients sont
les racines carrées des réels de la chaine qui invoque la méthode. Remarquez que
I'on aurait pu faire les quatre derniéres étapes en une seule, mais I’expression de

chaines n’aurait pas été aussi facile & comprendre.

Nous n’avons pu effectuer I’étape qui calcule la chaine chain2_wL avec seule-
ment la méthode dim_inc sur une chaine de coefficients primitifs. Nous n’affirmons
pas que c’est impossible, mais nous ne savons pas comment faire. La difficulté
provient du fait que ce n’est pas seulement une opération simple (par exemple :
Q =%, 10, ...) qui est effectuée entre les longueurs des 1-cellules géométriques ;

elles doivent aussi étre combinées avec w, qui est associé avec les 2-cellules.

5.2.3 Heuristiques pour un fluide avec des chaines

Nous allons maintenant appliquer les heuristiques de la sous-section 5.2.1 sur
tout le complexe, et non pas sur une seule 2-cellule avec ses 2-cellules voisines.

Nous utiliserons le cadre de travail avec les chalnes de sous-chaines.

Notre exemple est en deux dimensions et implique des 2-cellules et des 1-
cellules. Nous allons alors utiliser des 2-chaines, des 1-chaines, des 1-chaines de

2-sous-chaines et des 2-chaines de 1-sous-chaines. Remarquez que si nous avions
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fait notre exemple en n dimensions, avec n = 3 ou n = 4 par exemple, nous aurions

utilisé des n-chaines, des (n — 1)-chaines, des (n — 1)-chaines de n-sous-chaines et

des n-chaines de (n — 1)-sous-chaines.

Rappelons que nous utilisons la géométrie Complex_p sur le complexe et que

nous avons nommeé celui-ci complez_fluid.

Définissons les chaines principales dont nous avons besoin :

chain2_va sur R? (vitesse 7, de la masse de fluide pour chacune des 2-
cellules) ;

chain2_va_norm sur R? (vitesse normalisée \g_Z\ de la masse de fluide pour
chacune des 2-cellules) ;

chain2_m sur R (masse m de fluide pour chacune des 2-cellules) ;

chain2_p sur R (pression p pour chacune des 2-cellules) ;

chain2_s sur R (aire s de la 2-cellule géométrique triangulaire pour chacune
des 2-cellules) ;

chainl_L sur R (longueur de la 1-cellule géométrique pour chacune des 1-
cellules) ;

chainl_deltapi sur R (valeur 0 lorsque la 1-cellule associée & une seule 2-
cellule adjacente, sinon, différence entre les deux pressions aux 2-cellules
adjacentes & chacune des 1-cellules) ;

chainl_vn sur R? (vecteur orthogonal 3 la géométrie de la 1-cellule, pour
chacune des 1-cellules) ;

chain2_mwvout sur R (masse de fluide m,_g¢ pour chacune des 2-cellules) ;
chain21_mwvouti sur R (masse de fluide m,_y; associée & chacune des paires
2-cellule Cf, 1-cellule Cf.adj(i, -1));

chainl2_muvouti sur R (chaine duale de chain2l1_mwvouti) ;

chain2l_mpouti sur R (masse de fluide my o, associée a chacune des paires
2-cellule C;, 1-cellule C?.adj(i, -1));

chainl2_mpouti sur R (chaine duale de chain21_mpouti) ;

chain21_vni sur R? (vecteur @, associé & chacune des paires 2-cellule C’;,
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1-cellule Cf.adj(i, —1));13

— chainl12_vni sur R? (chaine duale de chain21_vni);

— chain21_deltapi sur R (différence de pressions Ap; associée & chacune des
paires 2-cellule CJZ, 1-cellule Cjz.adj (3,—1)) ;4

— chainl2_deltapi sur R (chaine duale de chain21_vni).

Nous aurons aussi besoin d’autres chaines, dont les définitions seront évidentes

dans le contexte et qui ne seront utilisées qu’'une fois.

Exemple d’une opération entre une 2-chaine et une (1, 2)-chaine

Lorsque nous effectuons une opération entre deux chaines de sous-chaines, elles

doivent étre de la méme dimension. Ainsi, par exemple, dans 1’équation 5.8, nous

-

11

multiplions la vitesse normalisée A a chacune des 2-cellules avec les vecteurs

a

=

U, correspondants. Les vecteurs o, sont des informations qui sont conservées
dans une 1-chaine de 2-sous-chaines, car I'information est différente pour chacune
des paires 2-cellule, 1-cellule adjacentes. Nous devons donc multiplier la 2-chaine
chain2 va norm par la 1-chaine de 2-sous-chaines chainl2 mvouti. Il s’agit de

faire, comme nous I’avons vu & la sous-section 4.3.6 :
chain2 va norm.in(—1, false) * chainl2 mvouti;

ou chain2 va norm = chain2 va.normalize(). Notez que nous utilisons ici la

méthode in sans tenir compte de 'orientation relative.

Equation 5.7

Appliquons maintenant le premier principe : une masse de fluide & une 2-cellule

se déplace dans la direction de 7, et une partie est transférée aux 2-cellules voisines.

13Cette chaine n’est utilisée que pour définir la prochaine chaine (chainl2_vni).

1 Cette chaine n’est utilisée que pour définir la prochaine chaine (chainl2_deltapi);



109

Pour calculer my,_y; définie par 1’équation 5.7 pour chacune des 2-cellules,
il faut d’abord calculer les longueurs moyennes des géométries des 1-cellules pour
chacune des 2-cellules. Celles-ci sont calculées dans une 2-chaine chain2 la comme

suit :
chain2 la = chainl L.dim inc(+1,average, false);

ou chainl_L contient les longueurs des 1-cellules géométriques.

Ainsi, nous pouvons calculer la 2-chaine chain2 mvout, qui contient My gy

pour chacune des 2-cellules :

chain2 mvout = chain2 va.norm() * Chain Real(delta_t)/chain2 la %

chain2 m;

ou delta_t est une constante réelle égale a At.

Equation 5.8

Afin de calculer m, _oyut; avec I’équation 5.8, nous avons besoin de 1-chaines de

2-sous-chaines.

Il faut d’abord calculer la 1-chaine chainl vn :
chainl vn = Chain Real2(—chaini r norm.y(), chainl r norm.x());
ou
chainl vn = Chain Real2(chainl r norm.y(), —chainl r normx());

selon Porientation des 2-cellules'®. La 1-chaine chaini_r norm sur R? est égale &

chainl_r.normalize(). Les méthodes de chaines sur R? (classe Chain_Real2) x et y

157 orsque la mauvaise expression de chaines est choisie, cela aura pour conséquence & la pro-
chaine étape, que les vecteurs ¥,; pointeront vers 'intérieur plutdt que vers 'extérieur des 2-

cellules.
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retournent une chaine sur R qui correspond respectivement aux composantes z et y
de la chaine sur R? qui invoque la méthode. Une facon de définir une instance de la
classe Chain_Real2 (que nous n’avions pas définie jusqu’a présent) est de se servir
de Chain_Real2(chainp_z,chainp_y). Cette méthode prend en parameétre, deux
p-chaines sur R (chainp_z et chainp_y de la classe Chain_Real) qui correspondent

aux composantes z et y des coefficients R? de la p-chaine & définir.

Nous calculons ensuite la 1-chaine de 2-sous-chaines chaini2.vni sur R?
qui contient les vecteurs ¥j;. Nous devons avoir les 2-cellules du complexe qui
sont orientées de facon cohérente, comme & la sous-section 5.1.2. Nous calculons
chainl2_vni en tenant compte de I'orientation relative, afin que les vecteurs v,

pointent vers I'extérieur des 2-cellules :
chainl2 vni = chainl vn.out(+1,true);

notez que ce calcul ne sera effectué qu’une fois lors de I'initialisation.

Nous définissons la 1-chaine de 2-sous-chaines sur R? suivante :
chainl2 va norm = chain2 va norm.in(—1, false).

Nous avons maintenant ce qu’il faut pour calculer I’équation 5.8 avec des 1-chaines

de 2-sous-chailnes :

chain12 mvouti = (chainl2 va norm* chainl2 vni * chain12 mvout)

.max(chainl2 zeros);

la méthode max(r) de la classe Real retourne le coefficient maximal entre le réel
qui invoque la méthode et le réel r en parameétre. (La méthode étant définie
sur les réels, I’est donc aussi sur une chaine de réels et aussi sur une chaine de
sous-chaines de réels. Voir la section 4.3.2.) La chaine chain12 zeros est égale a

Chain2 Real(Chain Real(0.0)) (tous les coefficients sont égaux & 0).

Apres avoir calculé cette 1-chaine de 2-sous-chaines chainl2 mvouti, il faut

traiter les cas ou une 2-cellule est en contact avec la frontiére. Nous allons mettre
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a 0 tous les coefficients de chainl2 mvouti associés a chacune des paires 1-cellule,
2-cellule adjacentes, lorsque la 1-cellule fait partie de la frontiere. Pour ce faire,

nous allons utiliser le mécanisme de sélection :
chainl2 mvouti[vecticells_one2cell]| = chainl2 zeros;

avec vectlcells one2cell étant une sélection qui donne les 1-cellules du com-
plexe ayant une seule 2-cellule adjacente. Notez qu’il est facile de construire le vec-
teur de 1-cellules vect1cells one2cell. Nous pouvons faire une boucle sur toutes

les 1-cellules Cil du complexe, et ajouter au vecteur, celles que Cil.nb_adj(—l-l) =1.

Equation 5.9

Nous avons a la figure 5.8 un complexe simple formé de quatre 2-cellules qui
illustre des quantités de masse qui quittent les 2-cellules Cf par les 1-cellules
C;.adj (4,—1) (en raison des vitesses moyennes), soient my oy, ;- Lci les quantités
My _out; ; COrTespondent aux my_oyt; qui proviennent de chacune des 2-cellules CJ2 du
complexe. La figure représente la (1,2)-chaine chainl2_mwvouti et par le fait méme
sa chaine duale. Remarquez que nous devrons transférer ces quantités pour chacune
des 2-cellules C'J2 vers les 2-cellules voisines qui partagent la 1-cellule C;.adj (7,-1).

Remarquez aussi que les 2-cellules voisines n’existent pas nécessairement.

Nous introduisons la méthode sym valide dans les classes Chain2_type qui nous

sera trés utile par la suite :

- sym(). Méthode valide sur une (p — 1)-chaine de p-sous-chaines. Pour chacun
des coefficients g associé & la paire de cellules (p—1)-cellule ¢ _1, p-cellule
c? adjacentes, la valeur du coefficient g est interchangée avec la valeur du
coefficient associé & la paire de cellules (p — 1)-cellule ¢ _1, p-cellule CZ
adjacentes, et cz est différent de cg’ . Si cz n’existe pas, alors le coefficient

aura la valeur g — g.
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F1G. 5.8 — Des quantités de masses sont transférées des 2-cellules.

La figure 5.9 illustre I'application de la méthode sym sur une 1-chaine de 2-

sous-chailnes.

On implante facilement la méthode sym qui est appliquée sur la (p — 1)-chaine
de p-sous-chaine chaingp_a'® et qui retourne la (p — 1)-chaine de p-sous-chaine

chaingp.b :

chaing_temp = chaingp_a.sum();
chaingp_b = chaing_temp.out(+1, false) ;
chaingp_b = chaingp_b — chaingp_a ;

Les coefficients des chaines chaing_temp et chaingp_b sont de méme type que

les coefficients de la chaine chaingp_a. Nous supposons que la méthode sum et

18La chaine est nommée chaingp-a, afin d’avoir un nom de chaine plus simple, nous fixons que

qg=p-—1.
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F1G. 5.9 — Application de la méthode sym sur une 1-chaine de 2-sous-chaines.

I'opération binaire “—” sont définies sur la classe Chain2_Type.

Maintenant, concentrons-nous sur le dénominateur de I’équation 5.9. Il nous
faut ajouter & m; la valeur de m,_gy,. Cela veut dire qu’il faut ajouter & la masse
a chacune des 2-cellules, les masses provenant des 2-cellules voisines. Dans notre
exemple illustré a la figure 5.8, il faudra, entre autres, ajouter a la masse m associée
4 la cellule C2, la masse My_outs,,- NOUS TEmMAarquons que ces quantités ne sont pas
associées a la méme 2-cellule. C’est maintenant que la méthode sym nous est tres
utile. En effet, en appliquant cette méthode & la chaine chain12_muvouti, on obtient

la chaine chainl2_mvouti_sym, c’est-a-dire :
chain12 mvouti_sym = chainl2 mvouti.sym().

Cette 1-chaine de 2-sous-chaines est illustrée a la figure 5.10 (la méthode sym a été
appliquée sur la chaine chainl2-mwvouti & la figure 5.8). Maintenant, nous avons
d’associé & chacune des 2-cellules, les masses provenant des 2-cellules adjacentes.
Il est maintenant simple de calculer le dénominateur de I’équation 5.9 pour toute

les 2-cellules, soit :

chain2 m+ chaini2 mvouti_sym.transpose().sum().
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Fig. 5.10 — Résultat de D’application de la méthode sym sur la chaine

chainl2_mwouti.

En appliquant la méme logique, nous pouvons calculer complétement 1’équation

5.9, soit :
chaini2 va_sym = chain2 va.in(+1, false).sym();

et

chain2 va = (chain2.m* chain2 va +
(chainl2 mvouti_sym* chainl2 va_sym).transpose().sum()) /

(chain2 m+ chaini2 mvouti_sym.transpose().sum()).

Equation 5.10 et 5.11

Avec :

chain21 mvouti = chainl2 mvouti.transpose();
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les équations 5.10 et 5.11 indiquant les mises & jour des masses pour le premier

principe sont calculées dans tout le complexe comme suit :

chain2 m = chain2 m — chain21 mvouti.sum() +

chainl2 mvouti_sym.transpose().sum().

Le calcul chain21 mvouti.sum() provient de I'équation 5.10 et le calcul
chainl2 mvouti_sym.transpose().sum() provient de ’équation 5.11. Ici, pour cha-
cune des 2-cellules, nous soustrayons la masse qui sort de la 2-cellule, et nous ajou-
tons les masses qui proviennent des 2-cellules voisines. Remarquez le “sym” pour

ce qui provient des 2-cellules voisines.

Equation 5.12

Afin de calculer I’équation 5.12 qui définit la quantité de masse qui quitte une
2-cellule vers ses 2-cellules voisines (en raison d’une différence de pression), il faut
d’abord calculer les différences de pression Ap; dans la 1-chaine chainl deltapi,

comme suit :

chain2 p = chain2 m / chain2 s;

chainl deltapi = chain2 p.dim_inc(—1, plus,true);

avec chain2_s donnant laire de chacune des 2-cellules géométriques (triangles).
La méthode dim inc tient compte de l'orientation relative afin que ’opération 2
(indiquée par le deuxiéme parametre de dim_inc, soit plus) qui est l'addition,
soustrait I'une de I'autre les deux pressions p aux deux 2-cellules qui partagent

chacune des 1-cellules.

Nous supposons la différence de pression, avec I'extérieur et avec la frontiére
(1-cellules) d’un objet, égale & 0. Nous utilisons le mécanisme de sélection afin de
mettre & zéro les coefficients de la chaine chainl_deltapi dont les 1-cellules ont

une seule 2-cellule adjacente, comme suit :

chainl deltapi|vecticells one2cell] = Chain Real(0.0);



116

avec la sélection vectlcells_one2cell contenant les 1-cellules du complexe ayant

une seule 2-cellule adjacente.

Nous travaillons avec des 1-chaines de 2-sous-chaines dans le calcul de
I’équation 5.12, alors nous intégrons la 1-chaine chainl deltapi dans une 1-chaine

de 2-sous-chaines :
chaini2 deltapi = chainl_deltapi.out(+1,true).

Nous avons ainsi emmagasiné, pour chacune des 2-cellules, les Ap; la concernant
dans chain12_deltapil!”. Nous tenons compte de I'orientation relative afin qu’une
différence de pression positive dans chainl2 deltapi indique qu’a la paire de

1-cellule, 2-cellule concernée, la masse a la 2-cellule quittera par la 1-cellule.

Ainsi, nous calculons 1’équation 5.12 comme suit :

chain12 mpouti = (chain12 deltapi/chain2 p.in(—1,false) *
Chain2 Real(Chain Real(delta t/kv)) x chain2 m.in(—1,false))

.max(chainl2 zeros);

ou kv est une constante réelle égale & k, et ol delta_t est une constante réelle

égale & At.

Equation 5.13

L’équation 5.13 est calculée comme suit :

chainl2 vpi = chain2 va.in(—1,false)+

Chain2 Real(Chain Real(kp)) * chainl2 vni;

ou kp est une constante réelle égale a k.

"Dans la chaine duale, il est plus facile de se représenter les Ap;.
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Equation 5.14

Notez la similarité entre 1’équation 5.9 et I’équation 5.14. Comme ce fut le cas
dans I’équation 5.9, nous utilisons la méthode sym afin de combiner des valeurs &

chacune des 2-cellules avec ses 2-cellules voisines :

chain2 va = (chain2 m * chain2 va+
(chain12 mpouti.sym() * chainl2 vpi.sym()).transpose().sum()) /

(chain2 m+ chain12 mpouti.sym().transpose().sum()).

Equation 5.15

Nous calculons d’abord le terme ) my oy, de 1’équation 5.15 :
i
chain2 som2 = chain12 mpouti.transpose().sum();

dans une 2-chaine sur R. Notez ici que nous n’avons pas a appliquer la méthode
sym car dans ’équation 5.15, nous calculons les ¥, et non les 7,, & chacune des

2-cellules.
Nous calculons aussi le terme Z Myp_out; Up;
i
chain2 soml = (chain12 mpouti * chainl2 vpi).transpose().sum();
dans une 2-chaine sur R2.

Et enfin, I’équation 5.15 :

chain2 va = (chain2.mx chain2 va + chain2 soml) /

(chain2.m + chain2 _som2).

Equations 5.16 et 5.17

Notez la similarité des équations 5.16 et 5.17 et des équations 5.10 et 5.11.

Les équations 5.16 et 5.17 indiquant les mises & jour des masses pour le deuxieme
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principe sont calculées dans tout le complexe comme suit :

chain2 m = chain2 m — chain21 mpouti.sum()+

chain12 mpouti.sym().transpose().sum().

Le calcul chain21 mpouti.sum() provient de I'équation 5.16 et le calcul

chainl2 mpouti.sym().transpose().sum() provient de ’équation 5.17.

Equation 5.18

Nous abordons maintenant le troisieme principe, qui concerne la friction.
L’équation 5.18, qui est pour la friction interne dans une 2-cellule, est facilement

calculée avec :
chain2 va = Chain Real(1.0 — kf x delta_t) x chain2 va;

ou kf est une constante réelle égale a kj.

Equation 5.19

Il nous reste & traiter la friction d’'une masse de fluide avec les masses aux
2-cellules voisines. Nous utilisons la méthode dim_inc sur une 2-chaine avec dp
égal & 0~ (précisé avec lentier -100 comme premier parameétre). Cette relation
d’adjacence indique que nous utilisons les coefficients des 2-cellules voisines & une 2-
cellule. L’opération op = average, précise que 2 (section 2.5) est égale & m% s
et ce, sans tenir compte de I'orientation relative. Ainsi, pour ’équation 5.19, nous

avons :

chain2 va = Chain Real(1.0 — kn x delta_t) * chain2 va +

Chain Real(kn * delta_t) x chain2 va.dim inc(—100, average, false);

ol kn est une constante réelle égale a k,.
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Equations 5.20 et 5.21

Pour le quatriéme principe, nous n’avons pas réussi, avec les outils vus dans
cette these, & exprimer cela avec des expressions de chaines. Il est par contre, rela-
tivement facile d’appliquer les équations 5.20 et 5.21 avec les méthodes auxquelles
nous avons acces avec l'interface de programmation et avec une boucle sur toutes

les 1-cellules faisant partie de la frontiere de I’'objet!®.

Nous avons expérimenté avec des outils, que nous allons aborder trés sommai-
rement dans la conclusion de la thése, nous permettant d’exprimer ces formules

avec une expression de chaines.

Cela complete la partie qui simule des masses de fluide se déplagant simul-

tanément de 2-cellules a d’autres.

5.2.4 Modélisation des particules dans le fluide

Afin de visualiser le mouvement des masses de fluide, nous avons utilisé des
particules de masse nulle [17]. A chacune des particules est associée 'information
suivante :

— la vitesse ¥ ;

— la position py;

— la 2-cellule géométrique C’f a lintérieur de laquelle se situe la particule.

Des valeurs aléatoires sont affectées aux positions'® Pp au début de la simulation

(t=0).

La vitesse de chacune des particules sera calculée d’aprés la position de la par-
ticule dans un champ de vitesse du fluide sur le complexe géométrique. Nous avons

une discontinuité de la vitesse de la masse de fluide & chacune des 1-cellules car

187 vecteur de 1-cellules vecticells_one2cell que nous avons vu ci-dessus, contient les 1-

cellules faisant partie de la frontiere.

19Ces positions devront cependant étre & P'intérieur de I'une des 2-cellules géométriques.
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nous avons une vitesse ¥, qui peut étre différente d’une 2-cellule a I'autre. Afin que
les vitesses soient continues dans ’espace en deux dimensions, nous commengons
par calculer une 0-chaine sur R? de vitesses chain0_va qui contient la moyenne
des vitesses ¥, aux 2-cellules adjacentes?. Ensuite la position Pp de chacune des
particules est convertie en coordonnées barycentriques en fonction des positions
des trois 0-cellules adjacentes a la 2-cellule CZ?. C’est-a-dire que nous trouvons les
réels u, v et w, tel que :

Pp = up1 +vp2 + wps,
avec

ut+v+w=1et 0 <{u,v,w<1l,
ot Py, Pa et P3 sont respectivement les positions des O-cellules CZ.adj(1, —2),
C2%.adj(2,-2) et C?.adj(3,—2).

Ensuite, nous avons la vitesse au temps ¢ de la particule comme étant :

’17p = uth + vV + ws,
ou 71, U et U3 sont respectivement les vitesses dans la 0-chaine chain0O_va aux
0-cellules C%.adj(1,—2), C?.adj(2,—2) et C?.adj(3,—2).

Nous pouvons alors mettre & jour la position p, de chacune des particules au

temps t + At, comme étant :
Cette équation a cette forme tres simple car nous le rappelons, on suppose que les
particules ont une masse nulle.

Il peut arriver que des particules, en suivant le champ de vitesse, ne se

retrouvent a l’intérieur d’aucune 2-cellule géométrique. Nous devons régler ce

20Ceci est effectué avec chain0_va = chain2_va.dim_inc(—2, average, false).
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probléme. Pour simplifier celui-ci, nous avons construit la frontiére du complexe
géométrique complex_fluid alignée sur les axes canoniques, et la frontiére dans son
ensemble est de forme rectangulaire. Nous notons les valeurs X,in, Xmaz, Ymin
et Yae qui délimitent la frontiere du complexe. Alors si la composante z est plus
petite que la valeur X,,;,, nous affectons la valeur X,,,;, a celle-ci. Si la composante
z est plus grande que X4z, alors nous affectons la valeur X,,,; a la composante

z. Nous faisons de méme pour la composante y.

5.2.5 Résultats

Le but de cette section était de montrer que ’on peut effectuer des simulations
basées sur des regles relativement complexes avec 1'aide de chaines de sous-chaines,
et ce, tout en restant haut niveau. Il faut aussi mentionner que beaucoup de sous-
problémes ont été résolus avec les chaines de sous-chaines dans cette section. Cela
inclut, par exemple, le calcul de tous les vecteurs normaux pointant vers l'extérieur
de la 2-cellule, ou encore, 1'utilisation de la méthode sym pour accéder aux coeffi-

cients associés avec les 2-cellules voisines pour chacune des 2-cellules.

Comme nous l’avons déja mentionné, nous avons obtenu des résultats tres
satisfaisants. Nous avons trouvé certaines valeurs des différentes constantes qui
donnaient des résultats que nous supposons réalistes. Nous avons constaté, pour
certaines valeurs des différentes constantes, que la simulation donnait des résultats
non réalistes, mais qui pourraient étre intéressants pour explorer différents effets

spéciaux. Nous n’avons pas fait, par contre, de recherche dans ce sens.

Ajoutons aussi que nous avons beaucoup de constantes, cela a comme avantage
qu’il y a plus de diversité dans les résultats, c’est-a-dire, plus d’effets possibles. Par
contre, cela peut prendre plus de temps pour ajuster les différentes constantes. Une
analyse pourrait étre effectuée afin de fusionner différentes constantes en une seule,

par exemple, celles qui seraient en relation avec la viscosité du fluide.

Nous avons utilisé un complexe de 2-cellules triangulaires, car il est plus facile
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de calculer un champ de vitesse continue avec des triangles (ou avec des rectangles)
que pour des formes arbitraires. Nous avons préféré utiliser les triangles étant
donnée la flexibilité qu’ils permettent afin de découper 1’espace. Nous croyons
que les heuristiques que nous avons employées peuvent étre utilisées pour des
rectangles, et probablement pour d’autres formes, et ce, avec des modifications

mineures aux heuristiques.

Mentionnons, que le rendu des particules est réduit a sa plus simple expres-
sion, c’est-a-dire que seulement un point est affiché par particule. Nous pourrions
alternativement afficher un petit “nuage” autour de la position de chacune des

particules.

Il semble clair que la simulation du fluide avec des chaines de sous-chaines
peut étre appliquée & d’autre dimensions, en particulier pour des dimensions plus

grandes que trois.



Chapitre 6

Conclusion

Dans cette thése, nous avons décrit un cadre de travail basé sur les chaines pour
la spécification et la manipulation de modeles de systéeme. Le cadre de travail est
plus général que les autres approches, et nous avons montré des exemples illustrant
son utilité et sa simplicité. Un probleme qui, & la base, est difficile, demeurera
difficile, mais ce cadre de travail permet d’exprimer les sous-problémes beaucoup
plus facilement et sans ambiguité : nous avons alors une vision globale du probléme

nous permettant de négliger les détails de bas niveau.

La généralité de notre approche provient au moins de trois sources : nous
distinguons le complexe géométrique du complexe topologique, nous utilisons une
version généralisée (dim_inc) des opérateurs de chaines boundary et coboundary,
et nous permettons une tres grande généralité pour les coefficients, en particulier
des cellules et surtout, des sous-chaines. Nous avons aussi démontré comment il
est possible de traiter le probléme de 'orientation d’une cellule, pour des cellules

de dimension arbitraire, en utilisant seulement les orientations relatives.

En plus de son approche générale, notre cadre de travail permet d’unifier la
facon de décrire une trés grande variété d’applications. Il permet aussi d’unifier

les aspects géométriques et non géométriques d’un systéme.
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6.1 Cadre de travail de base et exemples

Le but était d’avoir des bases solides sur lesquelles nous pouvions ensuite
élaborer. Nous ne voulions pas de contraintes sur les types de coefficients d’une
chaine et nous voulions aussi des relations d’adjacences générales. Ensuite, en
ayant traité efficacement le probléme de 'orientation, nous avons ainsi défini la
méthode dim_inc qui permet d’avoir des relations entre des chaines de différentes

dimensions, avec un choix d’opérations ).

L’exemple du ressort a montré que I'on pouvait décrire un systéme relativement
complexe tres simplement. Le modele est décrit clairement avec seulement une
dizaine d’expressions de chaines et la simulation peut s’appliquer sur un réseau de
masses-ressorts arbitraire. Nous avons vu aussi qu’apres avoir ajouté des 2-cellules,
cela nous a permis de faire une simulation d’un drapeau flottant au vent en ajoutant
seulement quelques expressions de chaines. En ayant les mémes conventions, il est
facile de batir sur un modeéle existant. Nous avons aussi montré que nous pouvions
utiliser le modele de chaine pour un exemple totalement différent, c’est-a-dire la
subdivision de surface de Catmull-Clark. Dans ces deux derniers exemples nous
avons montré qu’il est utile que la relation entre des chaines soit autre chose que

op = +1 et op = —1, et que 2 pouvait étre différent de 2.

Nous avions considéré au départ les relations d’adjacences 0T et 0~ dans un
but de complétude. Nous avons quand méme trouvé un cas ou cela nous a été
utile : dans ’expression de chaines qui considére la friction d’une masse de fluide

a une 2-cellule avec les masses aux 2-cellules voisines.

6.2 Extensions au cadre de travail et exemples

Comme nous 'avons vu, il y a des coefficients qui peuvent étre associés a deux
cellules, de 14, les chaines de sous-chaines. En permettant des sous-chaines pour

les coefficients d’une chaine, nous avons développé un formalisme pour manipuler
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celle-ci. Ainsi seulement quatre! opérations de base sont nécessaires (transpose,
out, in, dim_inc) en plus de 'extension des méthodes et opérations binaires sur

des chaines primitives & des chaines de sous-chaines.

Nous avons ’exemple des moments de force illustrant les possibilités des chaines
de sous-chaines. Nous avons résolu ce probléme, tout de méme complexe, en
considérant que simplement pour un cube, il y a douze forces provenant des mo-
ments de force & étre cumulées a chacun des sommets. Tout cela est fait avec une
dizaine d’expressions de chaines qui traitent efficacement ’accumulation de toutes

ces forces. Il faut noter aussi I'utilisation appropriée de 'orientation relative.

Les chaines de sous-chaines ont aussi permis de résoudre des problémes tres
difficiles & exprimer seulement avec des chailnes primitives. Nous avons procédé
en convertissant les chaines primitives en chaines de sous-chaines, pour ensuite
faire les traitements voulus, et finalement, en convertissant les résultats dans des
chaines primitives. L’exemple du calcul de I’aire des cellules triangulaires dans le
complexe géométrique est un cas simple qui démontre 1'utilisation de chaines de

sous-chaines pour effectuer les calculs.

C’est ce que nous avons fait aussi dans ’exemple des fluides. Cet exemple
est composé de quinze heuristiques relativement complexes. Nous avons calculé
celles-ci avec une tremtaine d’expressions de chaines. Il faut considérer que des
sous-problémes ont di étre résolus avant méme d’appliquer ces heuristiques, par
exemple, d’avoir les vecteurs normaux externes a chacune des 2-cellules. Mais les
résolutions de ces sous-problemes, peuvent ensuite étre utilisées telles quelles, pour
des applications qui peuvent étre tres différentes de la simulation de fluide, car
nous utilisons toujours les mémes conventions. Avec de trés légeres modifications,
plusieurs résolutions de ces sous-problémes pourraient aussi étre utilisées pour

d’autres dimensions. Mentionnons que le traitement du fluide & la frontiére est fait

!Nous pouvons méme dire trois en considérant que la méthode in est définie avec la méthode

transpose et la méthode out.
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de facon simple avec le mécanisme de sélection.

Nous nous rendons compte qu’il y a un certain temps d’apprentissage pour
utiliser les chaines et les chaines de sous-chaines, mais une fois cette étape franchie,
il est tres intéressant de constater toutes les possibilités qu’offre le cadre de travail.
Il n’y a pas de limites sur les dimensions des cellules rattachées aux problémes. Nous
constatons aussi que beaucoup de problémes peuvent étre résolus plus facilement,

de fagon concise et surtout, de fagon élégante.

6.3 Travaux futurs

Nous voudrions exploiter les possibilités qu’offre le cadre de travail considérant
que nous n’avons pas de limites sur la dimension des cellules dans un complexe.
Nous voudrions commencer par la simulation des ressorts dans un espace a quatre
dimensions. Nous pensons aussi pouvoir faire la simulation des fluides en trois
et méme quatre dimensions (par exemple, il pourrait y avoir un courant d’air &

Pintérieur de la bouteille de Klein).

Nous voulons étudier le sens que pourrait avoir des chaines de sous-chaines
de sous-chaines... c’est-a-dire un complexe avec des coefficients associés & plus de
deux cellules (nous pourrions aussi exprimer cela comme une (p,q,r,...)-chaine).
Il y a peut-étre des problémes qui pourraient étre exprimés avec ces chaines. Bien
que notre implantation ne le permette pas pour l'instant, nous pensons que les

opérations de base peuvent facilement étre adaptées & ces chaines.

Concernant la mise & jour du maillage dans la derniére partie de 1’exemple
de Catmull-Clark, nous avons utilisé, entre autres, deux 1-chaines de 1-cellules.
Nous pensons pouvoir améliorer cette partie avec une chaine de sous-chaines. Les
deux 1-chaines seraient remplacées par une (1,0)-chaine. Car en fait, la premiere
1-chaine est associée & la premiére 0-cellule adjacente de chacune des 1-cellules et

la deuxieme 1-chaine est associée & la deuxiéme 0-cellule.



127

Nous voulons formaliser des outils expérimentaux dérivés du mécanisme de
sélection. Nous avons défini la sélection comme étant un vecteur de p-cellules,
ce qui est tres proche d’une chaine de p-cellules. La suite logique est d’utiliser
les méthodes définies sur une cellule (nb_adj et adj), et d’utiliser celles-ci sur une
chaine de cellules. I1y a des cas particuliers qui peuvent étre résolus avec ce principe
(nous avons mentionné un cas dans la thése concernant le quatriéme principe lors

de la modélisation de fluide).

Lorsque la résolution d’un probléme est formulée avec des chaines, nous avons
une forme qui, nous pensons, pourrait étre calculé en parallele. Par exemple,
lorsque nous faisons la racine carrée d’une chaine, I'ordre des racines carrées des
coefficients n’a aucune importance. Voild pourquoi nous pensons qu’une implan-

tation de l'interface pourrait étre faite dans ce sens.

11 serait intéressant de développer des outils facilitant le changement de topo-
logie d’'un complexe. En particulier, un concept de cellule hiérarchique pourrait
étre élaboré. Nous voulons aussi tenter d’assouplir les conditions imposées sur les
cellules d’un complexe. A quelques endroits dans la thése, nous n’avons pas réussi
a exprimer un calcul avec une expression de chaines (par exemple pour les vecteurs
normaux dans la simulation des moments de force). Nous voudrions caractériser

plus précisément ce qui peut étre calculé et ce qui ne peut 1’étre.

Il serait évidemment intéressant de définir d’autres classes de complexe
géométrique avec, entre autres, une méthode permettant I'intersection d’'un axe
avec celui-ci. Nous voulons aussi développer de nouvelles applications ou adapter

des applications déja existantes en utilisant notre cadre de travail.
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Annexe A

Glossaire

Ce glossaire donne la définition pour certains mots qui ne sont pas définis
explicitement dans le présent document. Comme la correspondance entre les termes
anglais et francais peut parfois porter a confusion, les termes traduits se retrouvent
aussi ici.
attribut mot utilisé en infographie qui est équivalent au mot “coefficient” dans

le formalisme du modeéle de chaines.
interface de programmation API, Application Programming Interface.
cadre de travail framework.

chaine avec des coeflicients primitifs chaine dont les coefficients ne sont pas

des sous-chaines. Par exemples, des réels, des vecteurs dans R3, etc.
modeéle de chaines chain-model.
modélisation solide solid modelling.

coefficient mot utilisé dans le formalisme du modéle de chaines qui est équivalent

au mot “attribut” en infographie.

groupe un groupe G est défini comme étant un ensemble muni d’une opération

binaire interne, soit * : G X G — G, qui est associative, qui admet un élément
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neutre e € G et pour laquelle tout élément z € G possede un inverse unique,
c’est-a-dire un élément de G, noté z~ !, tel que

zxr 1=z lxz=c.

simplexe cas particulier d'un complexe. Il y a exactement p + 1 0-cellules dans

une p-cellule d’un simplexe.

variété manifold.



Annexe B

Hiérarchie des classes pour les

chailnes.

La hiérarchie des classes est indiquée & la figure B.1. La classe de base est
Chain. Elle contient les méthodes communes a toutes les classes représentant une
chaine. Par exemple, la méthode complez qui indique sur quel complexe la chaine
est définie. De la classe Chain dérivent deux classes, la classe Template_Chain_Type
et la classe Template_Chain2_Type. La classe Template_Chain_Type est une classe
générique (template) dont dérivent les classes Chain_Type, c’est-a-dire toutes les
classes de chaines de type primitif (qui ne sont pas des chaines de sous-chaines).
Nous avons la classe Template_Chain2_Type qui est aussi une classe générique dont
dérivent les classes Chain2_Type, c’est-a-dire toutes les classes de chaines de sous-

chalnes.

A la figure B.1, nous avons indiqué seulement les classes Chain_Real et
Chain_Real3 qui dérivent de la classe Template_Chain_Type. Mais en fait, toutes
les classes de chaines de type primitif héritent de la classe Template_Chain_Type
et le programmeur pourra facilement en ajouter d’autres. Les classes de chaines

de sous-chaines (Chain2_Real et Chain2_Real3), quant & elles, dérivent de la classe
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Chain
Template_Chain Typ Template_Chain2_Type
Chain Reall l Chain Real3] [ Chain2 Reall Chain2 Real:]ﬁ

Fi1c. B.1 — Hiérarchie des classes.

Template_Chain2_Type. Le programmeur pourra aussi ajouter a volonté d’autres

classes de chaines de sous-chaines.

Remarquez que nous avons fait deux classes génériques dans le but d’éviter au
programmeur de redéfinir les méthodes qui sont communes aux classes dérivées
mais qui sont spécifiques aux chaines de sous-chaines ou aux chaines de type pri-
mitif. Par exemple, la méthode coefficient(Cell cp, Cell cq) (voir section 4.3) qui
est applicable sur une chaine de sous-chaines Chain2_Type. Remarquez que cette
méthode retourne un coeflicient de type Type. Voila pourquoi nous avons des classes
génériques. Pour étre plus précis, les classes génériques définissent une classe pour
chacune des classes Chain_Type et Chain2_Type. Elles doivent étre génériques pour

savoir qu’elles sont les classes dérivées de celles-ci.

Les objets qui sont des sous-chaines ou des sélections sur des chaines sont
intégrés a la classe Chain_Type. Cela permet au programmeur de définir une seule
fois les opérations binaires et les méthodes qui sont appliquées, cellule par cellule.
Nous aurions pu aussi utiliser ’héritage multiple, mais en C++, cela est plutot

complexe.



